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SOCIKTAIRES  PERPKTUELS. 

BERDEI.LÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (  Haule-Saône). 

BIOCIIE,  professeur  de  mathématiques,  à  Paris. 

BISCIIOFFSIIEIM,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

BROCARD,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  à  Bar-le-Duc  (Meuse). 

C.WET,  ingénieur  civil,  à  Paris. 

CLAIDE-LAFOXTAI.NE,  banquier,  à  Paris. 

FOIRET,  examinateur  d'admission   à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

GAUTIIIER-VILLARS,  imprimeur-éditeur,  à  Paris. 

IIALSTED,  professeur  à  l'Université,  à  Austin   (Texas). 

IIATO\  DE  l,A  COIPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

IIERMITE,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

LÉAITÉ,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

JORDA\,  membre  de  l'Institut,  h  Paris. 

HANMIEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

DE  MEMU/.ABAL  TAMBOREL,  à  Mexico. 

MEIUIEREAV,  licencié  es  sciences  mathématiques,  à  Paris. 

D'OCAfiXE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

PEROTT  (Joseph  ).  à  VVorcester  (  Massachusetts). 

I*ERRI\,  ingénieur  en  ciief  des  mines,  au  Mans  (Sarthe  ). 

FOIMIARE,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

POLIGNAC  (prince  C.  dk),  à  Grasse  (Alpes-Maritimes). 

RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

SYIjOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederiksliald  (Norwège). 

TAN\ERY  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

TARRY,  inspecteur  des  contributions  diverses,  à  Alger. 
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ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMME^CEMENT  DE  L'AMNÉE  1896    ('). 


MM. 


Membres  honoraires  du  Bureau  . 


BERTRAND. 

CREMONA. 

DARBOUX. 

HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

HIRMITE. 

JORDAN. 


Président MM.  KOENIGS. 


Vice-Présidents 


Secrétaires î 


Vice-Secrétaires. 


Archiviste . 
Trésorier.  , 


Membres  du  Coriseil( 


DE  COMBEROUSSE. 
GUYOU. 
PICARD. 
POIiNCARÉ. 

CARVALLO. 
RAFFV. 

L.  LÉVY. 
PAI.NLEVÉ. 

RIOCHE. 
CL.\L'DE-I,AFONTAlNE. 

ANDRÉ,  1899. 
APPELL,  1897. 
FOUR  ET,   1899. 
GOURSAT,  1898. 
HUMRERT,   1898. 
LAISA^T,  1898. 
I.ECORNU.  1897. 
MANNHEIM,  1897. 
DOCAGNE,  1898. 
PICQLET,   1897. 
ROUCHÈ,  1899. 
VICAIRE,   1899. 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  inslaninient  priés  d'adresser  au  SecréUiriat 
le»  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  l'aire  à  celte  liste. 

{')  La  date  (|ui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  an  com- 
mencenienl  île  laquelle  ('X|>irp  le  mandat  do  ce  menibie. 


—    VIII     — 
Halo 
de 
l'atlmissiun. 

1872.  ACIIAKI),    ancien   directeur   de   ht    (Compagnie   d'ahsiiraiices    sur    la   vie    la    Foncière, 

rue  de  la  Terrasse,  G  bis,  à  Paris. 

1893.  ADAM  (Paul),  in(i;énieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es   sciences  mathématiques, 

avenue  de  Villars,  2,  à  Paris. 

1881.     AIIICIES,  professeur  au  lycée,  à  Marseille  (  Houches-du-Rh6ne). 

1894.  AMtRXDE,  mailre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Poullain-Duparc,  7,  à 

Keniies  (llle-el-Vilainc). 

1S72.     ANDUi;  (Désiré),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Vauquelin,   28,  à  Paris. 

1890.     ANTOMARI,   docteur  es  sciences  mathématiques,    professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Dau- 
bigny,  11  bis,  à  Paris. 

1379.     APPEI.Ii,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Le  Verrier, 6, 
à  Paris. 

1892.     AR.XOIX  (G.),  ancien  officier  de  marine,  aux  Mées  (Basses-Alpes). 

1881.  ASTOIl,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  \ictor-Hup,o,  1 1,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  AITOWE,  in>;éuieiir  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  à  Lyon  (Rhône). 

1894.  BVMIRAXD,  lieutenant  du  génie,  à  Tunis  (Tunisie). 

1389.     lll'-(i!II\  (  Maurice),  ancien    élève    de   l'École  Polytechnique,  rue  de  Bourgogne,  4o,  à 
Paris. 

1875.     BEItDEM.E,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BEUTIIAMJ  (Joseph),   secrétaire   perpétuel  de    l'Académie   des  Sciences,  membre    de 

l'Académie  française,  rue   de  Tournon,4>à  Paris. 

1895.  BELI10\,  agrégé-préparateur  à  l'École  normale  supérieure,  rue  d'Ulm.  45,  à  Paris. 
1872.     BIE\A^MÉ  (Arthur),  directeur  du  matériel  au  Ministère  de   la  Marine,  i»  Paris. 
1888.     BlOdllE,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Vavin,  5,  à  Paris. 

1875.     BISCIKIFFSIIEIM,  membre  del'lnstitut,  rue  Taitboul,  3.  à  Paris. 

1890.  BIEUh\ES,  professeur  a  lUniveriité    à  Stockholm  (Suède). 

1891.  BMTEL,   docteur   es    sciences   mathématiques,  professeur   au    lycée    Saint-Louis,  rue 

Claude-Hernard,  65,  à  Paris. 

1892.  RflWPAKTE  (prince  Roland),  avenue  diéna,   10,  à  Paris,. 

1895.     BOREL  (Ém.).  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Jeanne-d'Arc,  i3, 

a  Lille  (Nord). 
1886.     RR\II.T  im  liniRXOXVIMiE,  boulevard  de  Talence,  i5r),  à  Bordeaux  (dironde). 

1874.  BItlOStlII,  stiialt-iir  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  IMilan 

(Italie;. 

1872.  BRISSE   (Ch.),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  \'auqueliu,  18,  à  Paris. 

1873.  BROCAKI),  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  Ville-Haute,  75.  à  Bar-le-Duc  (  .Meute). 

1886.  BRI  Mil.,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  ((iironde). 

■   1893.     BIUKIIARRT,  prival-docenl  à  l'Université,  Grimer  Weg,  4,  à  Gœltingue  (Allemagne). 
1894.     CAIIEN,  fnofesseur  au  lycée  Condorcet,  avenue  d'Orléans,  7,  h  Paris. 

1893.  tALIIARERA,  professeur  ii  l'Lniversité,  via  Macqueda,  23o,  à  Palerme  ( Italie) . 

1888.     CAXET  ((iuslave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  a  la  Société  des  Forges  de  la 
Méditerranée,  rue   \'ignoii,  3,  a  Paiis. 

1885.  f,ARO\,  professeur  de  géomélrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard.  82,  ii  Paris. 

1892.  f.AROXXET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Rarye,  10,  ii  Paris. 

1887.  liARVAM.O.examinaleurd'adtnission  à  l'Lcole  Polytechnique,  rue  de  Courlv,  1,  .i  Paris. 
1887.  r,\SPARV,|>i  o  fesse  ur  ii  l'Lcole  d'Arcliiteclur»'.  Gentil  i  ne  rstrasbO,  '|.!,a  Ber  lin  (Allemagne). 


—    IX    — 

Date 

de 

l'admissiun. 

1890.     CEUEHOKKITZ   (baronne   Naiiny,    née    de    Laojeiborg),  (leoigsgatan,  22,   à    Helsiiigfors 
(  Finlande). 

1892.  CELLliUlEU  (Gustave),  boulevard  de  Poit-Royal,  48,  à  Paris. 

1887.  CliimiJTI,  professeur  à  l'Université,  rne  d'Azeglio,  16,  à  Rome  (Italie). 

1888.  ClIAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  il,  à  Paris. 

1893.  CIIAItLIAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis, /'|fi,  à  Paris. 
1881.  (lllEiMIN,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris. 
1884.  CIIRYSTAL,  prolésseur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.     CI>AUItE-l,AKO\TAI\E,  banquier,  rue  de  Trévise,  33,  à  Paris. 

187'2.     COIil,IG\0^,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Paris 
1890.     COLOr,  villa  Sully,  à  Arcachon  (Gironde). 

1875.     COllBEUOl'SSE  (dl),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  94,  à  Paris. 

187'2.     (lOUIICEI.LES,  ancien  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue 
Gay-Lussac,  3ti,  à  Paris. 

1884.  CIlAlfi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  Élats-Unisd'Amé- 

rique). 

1877.     CKEMOiVA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(Italie). 

1872.     DAItKOLX,  membre  de  llnslitnt,   doyen  de  la   Faculté  des    Sciences,  rue  Gay-Lussac. 
36,  à  Paris. 

1885.  DAlillEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  desSciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFtOKCES,  ciief  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Elat-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Lalour-Maubourg,  1 1 ,  à  Paris. 

1882.  DEIiAWOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Oeuse). 

1895.     I)ELAl\A\  (N.),  professeur  à  l'Institut  agronomique,  ii  Novo-Alexandria  (Russie). 

1885.  DKlIAItriUiS,  doyen  de  la   Faculté  des  Sciences,  ii  Lille  (Nord). 

1892.     DîiMOUlilN  (  Alpli.),  docteur  en  sciences  mathématiques  et  physiques,  répétiteur  à  l'Uni- 
versilé,  place  Laui'ent,  10,  à  (>and  (Relgi(iMe). 

1895.     DEItMEWIlEM,  licencié  es  sciences,  rue  de  Miromesnil,  !\,  a  Paris. 

1883.  nEIUl\TS,  docteur  es  sciences,  professeur  à   l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège 

(Belgi.,ue). 

1894.  DESAliVT,  licencié  es  sciences  mathématiques,   place  Cormeille,  10,  à   Levallois-Perret 

(Seine). 

1886.  DIVCA\,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  ii  Baltimore  (Étals-Unis  d'Amérique). 

1895.  DUPORCQ,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Jacob,  58,  'n  Paris. 
1872.  Ol'KHANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.  DVCK  (  Waltlier),  professeur  au  Polytechnicum,  .i   Munich  (  Bavière). 
1888.  KAHKV,  professeur  à  la  F'acul té  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891 .  FAlOlEMBEKlillE,  professeur  au  lycée  de  la  Rochelle. 

1892.  KEIIR  (Henri),  privat-docent  à  l'Université,  rue  Gevrey,    i5,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     EIELDS   (John),   professeur  de    matiiématiques,    FriedlxMidervveg,    3i.    à    Gœttingue 
(Allemagne  ). 

1893.  ELEl'UV,  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  \iiy  à  Paris. 

1881 .     FI.OQIET,  iirofessenrà  la  Faculté  desSciences,  rue  Saint-Lumbei  l,  17,  à  Nancy  (Meurllie- 

et-Moselle). 


Data 

de 

l'admission. 

1872.     FliYE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1895.     FÛMES,  ingénieur  en  chef  des  ponts   et  chaussées,  rue   Romiguières,  3,    à  Toulouse 
(  Haute-Garonne  ). 

1891.  FO\TVIflLA\T  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  59,  Paris-Auteuil. 

1889.  FOlCnÉ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris. 

1872.     FOIRET,  examinateur   d'admission  à  l'École  Polytechnique,   rue  Washington,   16,   à 
Paris. 

1892.  FROLOV  (le  général),  quai  Pierre-Fa lio,  10,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     GARIEIi,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  ciiaussces,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris. 

1872.  GAITIIIER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris. 

1872.  GE.XTV  (E.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Oran  (Algérie). 

1890.  GEXTY  (Max),  enseigne  de  vaisseau,  en  escadre,  à  Toulon   (Var). 

1893.  GERARD,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Lyon  (Rhône). 

1890.  GERBALDI,  professeur  à  l'Université,  via  Daila,   11.  à  Palerme  (Italie). 

1881.     GOLRSAT,  maître  de  conférences  à  l'Ecole  JNormale  supeiieme,  boulevard  ,\rago,  112, 
à  Paris. 

1880.  GICCIA  (  Jean  ),  proi'esseurà  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Italie). 

1891.  GlIMARAES,   officier   du   génie,   à  l'Académie  des  Sciences,  rue  Arco  de  Jésus,  à  Lis- 

bonne (  Portugal  ). 

1881.  GIXTIIER  (D'  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.     GtVOU,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.  UAAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  11   bis,  h  Paris. 

1882.  HABICU,  directeur  de  l'École  des  mines,  h  Lima  (Pérou). 

1894.  IIALSTED,  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  2^07,  à  Austin  (Texas). 
1872.     HATO\  DE  LA  GOUPILLIERE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saini-Michel,  (io,   h  Paris. 

1872.  IIE.XRV,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Gcrmain,  22,  à  Paris. 
1882.     IIEXRV  (Charles),  biblioliiécaire  à  la  Sorboiine,  rue  Jean-de-Beauvais,  i>,  h  Paris. 

1892.  HERMWX,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  IIERIIITE,  membre  de  rinstitu't,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  rue  do  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris. 

1893.  IIIOLX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,   ifi,  h  Paris. 

1879.  IIOI.ST(Elling),  professeiirà  l'École  Polytechnique,  Pi  lestrade,  '19,  ii  Christiania  (Norvège). 

1895.  IIOTT  (Stanislas),  licencié  es  sciences,   rue  Malebranche,  17,  à  Paris. 

1872.  HOIIÎICAXT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  I.ecourbe,  88,  h  Paris. 

1880.  IIIIIIIERT.   ingénieur    des    mines,    jirol'rsseur    ii    I  École   Polytechnique,    rue    de    l'Ar- 

cade, .<'),  ù  Paris. 

1881.  IMREli,  dirccleur  des  études  a  l'École  Centrale,  rue  Monti;olfier.  1,  ii  Paris. 
1887.      ISSALY  M'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  JAXIV,  chef  d'escadron  au   15"  régiment  d'artillerie,  ii  Douai  (  Nord  ». 

1872.     JUARl,  chef  de  bataillon   du  génie  en   reiraile,  rlief  des  travaux  graphiques  a  l'hccdo 
Polyl«T|itii(|iic,  rni>  du   Cardinal- l.cnioine.   r,  a    P.iiis. 


Italo 

de 

ladiuifiiun. 

1872.  JOKD.W,  membre  de  l'Institut,  pi'ofesseur  à  l'KcoIe  l'olytechiii(jiie,  rue  de  Vareune,  'iS, 

a  Paris. 

187Î.     JOIFFRET,  lieuteuanl-colonel  d'artillerie,  rue  Ganiot,  2^,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1875.     Jl\G,  professeur   à    l'Institut  technique  supérieur,  via   Principe    L'niberlo,   7,  à    Mi- 
lan (Italie'^. 

1890.  KOBB  (Gustaf),  maître  de  conférences  à  l'iniversilé  de  Stockholm  (Suède). 

1892.  KOCll  (H.  von),  niaitre  de  conférences  à  IL  iiivcrsilé,  Engelbrektsgatan,  43  B,  à  Stock- 

holm (Suède). 

1880.  KŒMCS,    professeur  adjoint   à  la  Faculté  des  Sciences,  professeur  suppléant  au  Col- 

lège de  France,   boulevard  de  Porl-Koyal,  72,  à  Paris. 

1881.  LACOR, professeur  de  mathéniatit|ues.  boulevard  du  Mont-Parnasse, 96,  à  Paris. 

1873.  LAIS.iXT,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  Victor-Hugo,  162,  à  Paris. 

1893.  LASCtLI.X,  boulevard  .\rago,  97,  à  Paris. 

1875.  LAQUERE,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue  Edg\rd-Quinet,  19,  à  Mustapha  (Algérie). 

1873.  IiAl'TU,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1880.  LEAITE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,   18.  à  Paris. 

1893.  LECORXU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  du  Mont-Parnasse,  17,  à  Paris. 

1895.     LEMERAY,  ingénieur  des  constructions  navales,  villa  des  Troènes,  à  la  Seyiie-sur-Mer, 
par  Toulon  (  Var ). 

1872.     LE.MOi\E  (Emile),  ancien  élève  de  rÉcole  Polytechnique,  rue  I.ittré,  5,  h  Paris. 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 

1891.  LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  i  Seine-el-Oise). 

1872.     liESPIAlLT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne  ). 

1882.  LE\Y  (Lucien),  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  rue  de  Condé,  29, 

à  Palis. 

1872.  I/EVY  (Maurice),    membre  de  l'Institut,  inspecteur   général    des  ponts   et   chaussées, 

professeur  au  Collège  de   France,  avenue  du  'l'rocadero,    i5,  a  Paris. 

1875.     I.EZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Mai  ne). 

1873.  lilGlIVE,  professeur  à  l'Lniversité,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     I,I\DKMA\V,  professeur  à  l'Université,  Georgenstrasse,  4",  à  Munich  (Bavière). 

1886.      Lll)lVII/I>E,  ingénieur  des  puudres,  répétiteur  à  lÉcole  Polyleelinique,  rue  des  Ecoles, 
6  bis,  a  Paris. 

1880.  LORI^,  ancien  élève  de  lÉcole  Polylecliniqn(\  rue  du  laulMiurg-Sain  t-Honoré.  iSfi,   a 

Paris. 
1888       I.ICAS  (Félix),   ingénieur  en  chef  des  ponts  et  ch.mssées.  rue  Freycinet,  26,  à  Paris. 

1886.     LYO\,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin   de    la    Roseraie,    2'î,    h    Genève 

(  Suisse  I. 

1882.     MAJ;E  de  I.ÉriXAY.    professeur  de  mathématiques   spéciales  au    lycée    Henri    I\',    rue 
t;iaude-Bernard,  ti.î,  à  Paris. 

1895.      .MAILLET,  docteur  es  sciences,  ingénieur  des  [lonls  et  ihaussees,  à    Toulouse  (Haute- 
(iaronne  ). 

1875.     MALLOlZtL,  professeur  tle  matlieinatit|ues,  rue  de  l'Estrapade,  -,  ii  Paris. 

1892.  >IA\(iK(IT.    docteur    es   sciences  mathématiques,   quai   des  Comtes  de  Chamjtagne.  .iq, 

à  Troyes  (  Aube). 

1872.      MAWlIKni,  roloni'l  d  ailillerii  en  retraite,  prolesseur  a  l'I'.eole  Pol\  li  clinique,  rue   de 
la  Pompe,   I  I ,  a  Paris. 
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1884.     MARTIN  (  Artemas),  U.  S.  Coasl  and  géodésie  Siuvcy  Olfic-e.  Wasliiiicton  D.  C.  (  Elats- 
Uiiis  d'Amérique). 

1889.  MARTIX(  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  prolesseiir  de  mathématiques, 

rue  du  Mont-Parnasse,  25,  à  Paris. 

1890.  MASSIEI.  inspecteur  général  des  mines,  avenue  d'Antin,  iS,  à  Paris. 

1894.     .MAIPI\,  surveillant  général  au  lycée,  à  Nantes  (  Loire-Inlerieure). 

1889.     .IIEXDIZABAL  TAMPOREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 
Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.  MERCEREAl,  licencié  es  sciences,  rue  Gay-Lussac,  49-  à  Paris. 
1893.     MICHEL  (François),  rue  du  Faubourg-Saint-Denis,  65,  h  Paris. 
1873.     .MITTAC-LEFFLEU,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOLTARO,  inspecteur  général  des  mines,  examinateur  desélèves  à  l'École  Polytechnique, 

rue  du  \'al-de-Gràce,  g,  à  Paris. 

1888.     WlhllOPABIlVAV  (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  Russa  Road,  77,  Norlh  Blio- 
wauipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.  \tlBERC,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

188*2.     OCA(i\E  (n'),   ingénieur  des  ponts  et   chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
rue  de   Vienne,  5,  à  Paris. 

1873.  OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1893.     PAIMEVE,  maître    de    conférences  à    la   Faculté   des  Sciences,  rue  de  Rennes,  99,  à 

Paris. 

1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur   de   mathématiques    spéciales    au   lycée,  rue  de   Re- 
couvranee,  20,  à  Orléans  (Loiret). 

1884.     PARAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

187'2.     PARMENTIER,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PAURA.X,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

188i.     PAirOWlER  'l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue   Notre-Dame-des-Champs, 
19,  a  Paris. 

1881.     PELLET,  doyen  de   la  Faculté  des  Sciences,  rue  Rallainvilliers,  7,  à  Clermont-Ferrand 

(  Piiy-de-Drir.ie  ). 
1883.     PEIiliETREAL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

187i.     PERCI\,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  inspecteur  des  manufactures  d'armes,  rue  de 
Vaugirard,  ao,  à  Paris. 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

1873.  PERRI\,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  2,  au  Mans  (Sarthe). 
1892.     PERRI.M  (Elie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Laniandé,  7,  à  Paris. 

1887.     PEZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra.  75,  a  Naples  (Italie). 

187!i.     PICARD  l'Emile),    membre   de  llnslitiit,   professeur  à    la    Faculté    des  Sciences,  rue 
boulllot,   i3,   à  Paris. 

1872.      PICQIET,  chef  de   bataillon    du   génie,    cxamiiialeiir  d'atluiissiou   à   l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Condé,  j'i.  "  Paris. 

1882.  POIVCARE,   membre  de  l'Iustitiit,  ingénieur  en   chef  di-s  mines,  professeur  à  la   Fa- 

cilité des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  6.'?,  à  Paris. 

1882.  POkORW  (  Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

1872.  POI.ICWC  (prince  C.  de),  villa  Jessie,  ii  Cannes  (  .Vlpos-Marilimes). 

1877.  POUSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  (  Vienne;. 

1877.  PRESLE  (u»:),  sous  intendant  militaiie  en  relraito.   m.'   Monsf,  s,    ,,  |',,|-is. 
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187'2.      l'ITZ,  {[éiieial  d'artillerie  en  reti'îiite,  nie  Saiiit-Merry,  98,  à  Funlaiiielileau  (Seine-et- 
Marne). 

1872.     ItADAL,  rue  deTournon,  12,  à  Paris. 

1883.     IIAFKV,  maître  Je  conlérences  à  la  Faculté   des  Sciences  et  à  l'École  Normale  supé- 
lieure,  rue  Nicole,  7,  à  Paris. 

1893.     RIVEREAL'  (l'aljbé),  prolesseur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1888.  ROBIN' (Gustave),  docteur  es  sciences  niathéniatiqnes,  rue  Chanoinesse,  2,  à  Paris. 

1872.     ROIAUT,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 

1872.     ROICIIE  (Eugène),  professeur  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examinateur  des 
élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  21.'),  à  Paris. 

1885.     ROrOIET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de   l'École-d'Artille- 
rie,  2,  à    Toulouse    (Haute-Garonne). 

1881.     SAINT-I'AUIj  (DictPDE),  lieutenant-colonel  d'artillerie  en   retraite,  rue  Saint-Sauveur, 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées-Orientales). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  matiiémaliques,  rue  Saint-Jacques,  220,  à  Paris. 

1872.     SARRAl',  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  k  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesiiil,  9  bis,  a  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAIX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du    chemin    de  fer  du  ÎSord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône  ). 

1881.     SCHLEGEI.  (D'  Victor),  professeur  à  l'École  technique,  \olmestrasse,  62,  à  Hagen  (Alle- 
magne). 

1881.  SCUOtTE,  professeur  à  l'Cniversilé,  à  Groningue  (Hollande). 

1882.  SELIVAXOFF  (Démélrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka.  i  iG,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 

1883.  SIIIART,   lieutenant  de  vaisseau ,  répétiteur    à    1  Ecole   Polytechnique,     examinateur 

d'admission   à   l'Ecole  navale,  place  Possoz,  5,   à  Paris. 

1881.  STARKOFF   (Alexis),  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.  STEPHANOS  (D'  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 

1873.  STIDMCKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1872.  TAWERY  (Paul), directeurdes  manufactures  de  l'État,  square  du  Roule,  2,  Paris. 

1875.  TAN\ERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  à  Kouba,  près  Alger. 
1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1872.  TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Paris. 

1873 .  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 

1893.     TOICIIE,  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  de  Téhéran,  24,  à  Paris. 

1872.     TRESCA,    ingénieur    en    chef  des    ponts   et  chaussées,   boulevard   Inkermann,    2-,    à 
Neuiily-sur-Seine  (Seine). 

1893.      VAIiLÉK-POlSSIX  (Cu.-J.  de  la),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Namur,  190,   à  Lou- 
vain  (Belgique'. 

1880.  VAXECKk  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1890.  VASCIIY,  répétiteur    et    examinateur    d'admission   à    l'École    Polytechnique,    avenue 

Bosquet,  G8,  à  Paris. 

1876.  VICAIRE,  iiis|>ccteur  général  dos  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 


Dale 
(le 
l'a>luiissi( 

1888. 
1893. 
1880. 
1879. 
187.1. 
1878. 
188^. 

1890. 

1881. 


VMO    VOLTERIIA,  jirofesseiir  à  rUnivcrsilé,  à  Pise  (Italie). 

\VAG.\tit,  professeur  à  l'École  J.-li.  S:iy,  iiic  Pierre  Charron,  i.  à  Paris. 

WAl.CkEXAEU,  ingénieur  des  mines,  boulevard  Saint-GerJiain,  218,  à  Paris. 

WEIIil,  professeur  au  coIlè{je  Chaptal,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet  (  Seine-et-Oisc  ). 

WEYK  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  h  Prague  (Hohêmej. 

WOIDIS  DE  UOMII.LY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

7,AB0IDSkl,  lucnihre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à   l'Académie  d'Artillerie,  à 
Saint-Pelersbourg  (Russie; . 

ZAItEMBA,  docteur  es  sciences  mathématiques,  prolcsseur  au  lycée,   rue   des  Fours  à 

chaux,  20,  à  Nimes  (Gard). 
7.El:TilE\,  professeur  h  l'Université,  Ostersfigade,  10,  h  Copeuliafjuo  (Danemark). 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Aiiihlci-ilain I  Académie  Koyale  des  Sciences  (l'Aiiistcrdaiii . 

Ainslerdani .... 
Anisterdaiu  .... 


Kallimori' 


Berlin 
Berlin 


Berlin. 


Bologne. 
Bordeaux 
Bruxelleâ 


Bru.xelles. . 
Cambridge 
Christiania 


Société  niatliéniatiqiie  d'Amsterdam. 
Revue  semestrielle  (les  publications  mathénin- 
iiques  (rédacteur   M.  Coelingh,  Stadiiou- 
derskade,  4^  ). 
American    Journal  of  Mathematica,    publié 
par  l'Université  John  Hopkins  (rédacteur 
M.  Thomas  Craig) . 
Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Archiv  fur  Mathcmatik   und  Pliysik  (rcdac- 
I      teurD'  Hoppe,  Piinzenstrasse,  Ô9.  S.  AV.) 

Berlin |  Jalirbuch  iiber  die  Forcscliritte  der  Matlie- 

matik  (rédacteur   I)'   Lampe.  Kurfûrsten- 
slrasse,  t3g). 
Journal  fiir  die  reine  und  ant^etvandte  ^la- 
thematik  (rédacteur  I\l.  Fiichs,  Ktonprin- 
zen  Ufer,  i!\). 
.académie   des  Sciences   de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 
Société  des  Sciences  physi([neset  nahirelles 

de  Kordeanx. 
Académie  Royale  des  Sciences,  ties  Lettres  et 

des  Beau.\-.\rls  de  Belgique. 
Société  scientilique  de  Bruxelles. 
Société  pliilosopliiqiie  de  Cambridge. 
Archiv  for  ^lathematik  og  Maturvidcnskab, 
chez     M.     Gammenncyer,    libraire,     (".arl 
Johans  Gade,  33,  à  Christiania. 

Coimbre Jornal  de  Scieucias  matematicns  e  astrono-  \ 

micas  (rédacteur   M.   (îomes  Teixeira).        ! 
Xyt  Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteurs  i 

MM.  Foldberg  et  JueP. 
Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 
Kcole  Polytechnique  de  Deift. 
Zeitschrift  fiir  Mathematik   und  Phy^ik  (ré- 
dacteur D'  Oscar  Schlomilch  1. 
Société  Boyale  d'Edimbourg. 
Société  mathématique  tl'Kdimbourg. 
Mutliesis  (rédacteurs  !\I.M.  Mansiun,  à  ("■and, 
I      et  Neuberg.  à  Liège). 

Goetlingue j  Société   Royale  des  Sciences  de  Goetlingne. 

Hambourg ;  Société  mathématique  de  Hambourg. 

Harlem ■  Société  hollandaise  des  Sciences. 

HelsingTors j  Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Kasan Société  physico-mathématique. 

Kharkov I  Annales  de  l'Université. 


Copenhague. 


Cracovie 
Delft.... 
Dresde.  . 


Edimbourg. 
Edimbourg. 


Gand 


Hollande. 
Hollande. 


Hollande. 

Etats-l'nis 
d'Amériqne. 
.Vllemagne. 

Allemagne. 


Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 

Fi-ance. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 
Autriche. 
Hollande. 

.\llemagne. 
Grande-Bretagne. 
(îrande-Bretagne. 

Belgique. 

Allem:(gne. 

■  Allemagne. 

Hollande. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 


Kliarkov.. 
Leip/.ig. .  . 
Leipzig. . 


Londres.  .  .  . 
Londres.  .  .  . 
Londres.  .  . . 
Liixembouri; 
Marseille.  .  . 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

N  a  pies 


^ew-Haven . 


Odessa.  . 
Palerme. 
Paris. . . . 
Paris.  . . . 


Paris 
Paris 


Paris. 
Paris. 


Paris 


Paris..  . 
Pise.. . . 
Pise.. . . 
Pise..  . . 
Prajjue. 
Prague 


Prague  

Kome 

Sainl-l'élersbourg. 

Slockholnj 

'l'oulonsp 


Upsal. 
Veiii.se. 


Vienne. 
Vienne. 


Zurich . 


Société  nialhéniatique  de  Kliarkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Unthemadsche  Annnlen   (rédacteur  M.Félix 
Klein,  à  Goettingue). 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 
\  Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Koyal  de  Luxeiiibourg. 

Annales  de  la  F  acuité  de$  Sciences  de  MurseiUe. 

Sociedad  cienlifica  Antonio  Alzate. 

Institut  Royal  lombard  dcsSciencesel  Lettres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  pliysiciues  et 
mathéniati(]ues  de  i\a|)les. 

Académie  des  Sciences   et   Arts  du   Coiinec- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Rendiconti  del  Ciico/o  nialematico. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  dtvs 
Sciences,  à  Paris. 

Société  philoiuathique  de  Paris. 

Bulletin    des   Sciences     mathématiques   (ré- 
dacteurs MM.  Darboux   et  J.   lannery). 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Journal  de    Mathématiques  élément  a  ires  [vé- 
dacteur  M.  G.  de  LongchampsJ. 

Journal  de  mathématiques  spéciales  (rédac- 
teur M.  G.  «le  Longchamps). 

Institut  des  Actuaires  français. 

École  Royale  îNormale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Jl  jXuovo  Cimento. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  péstouâni  nuilheniatiky  a  f)  slhr 
(rédacteur  M.  K<loiiard  Weyr). 

Société  inathémali(|ue  de  Prague. 

Académie  Royale  des  l.incei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

ActaMatheniatic,i{voi\ncl.  M.  Mitlag-Lelilt-r). 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  tic  Tou- 
louse. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  .Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  fur    Mathemntih     und    Physik, 
(rédacl.  M.  Ksclierich  ). 

Société  des  Sciences  naturelles  de  /urich. 


Russie. 
.Allemagne. 

Allemagne. 

Grande-Rretagne. 

Grande-Rietagne. 

Grande-Bretagne. 

Luxembourg. 

l'rance. 

Mexique. 

Italie. 

Russie. 

Bavière . 

Il.ilie. 

États-Unis 

d'Amérique. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France. 
France. 

France. 
F'rance. 

France. 

France. 
l''raiir<'. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 
Autriclii'. 

Autriche . 

Autriche. 

Italie. 

Russie. 

Suéde. 

France. 
Su  elle. 

Italie. 
Autriche. 

Autriche. 
Suisse. 
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SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES   SÉANCES. 


SÉANCE   DU    8  JANVIER    1 89(î. 

PRKSIDENCE    DE    M.    GOURSAT. 

La  Société,   réunie  en  assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son   bureau  et  à  l'élection  de  membres  du  Conseil. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  deux  classes  de  surfaces  analogues  aux  sur- 
faces tétraédrales, 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  i/iva/'iants  intégraux. 

M.   FouuET  présente,    an    nom  des  Comités    des    Compagnies 
d'assurances  sur  la  vie,  des  Tables  de  juortalité. 


SÉANCE  DU  '2-2  JANVIER   189(>. 

1>RI-;SU)ENCE    DE    Al.    KOE.MCS. 

Communications  : 

^1.  Lecornu  :  Su/-  l'équilibre  d' une  enveloppe  ellipsoïdale 
soumise  à  une  pression  intérieure  constante. 

M.  L.  Lévy  :  Sur  les  familles  de  suif  aces  triplement  ortho- 
gonales à  trajectoires  sphéri<jues  pour  une  famille. 

M.  Duporcq  :  Sur  la  construction  du  huitième  point  commun 
aux  quadritfues  qui  passent  po}-  sept  points. 

XXIY.  I 


M.  ZvRENtuv  adresse  une  Conlributio/t  à  la  tlu'orie  de  la 
fonction  de  Green. 

iM.  n'OcAGKE  présente  un  opuscule  Je  ]M.  Frédéric  Rilter  sur 
la  vie  et  les  œuvres  de  Vièle. 

A  la  suite  de  cette  Communication,  la  Société  émet  à  Tunani- 
inilé  le  vœu  que  le  Gouvernement  ordonne  la  publication  des 
Œuvres  de  Yiète,  réunies  par  M.  Frédéric  Rilter. 


MÉMOIRES  ET  COMMUMCATIONS. 


SUR  DEUX  CLASSES  DE  SURFACES  ANALOGUES  AUX  SURFACES 
TÉTRAÉDRALES; 

Par  M.   L.  Raffy. 

On  appelle  surfaceî  tétraédrales  les  surfaces  roprésenlccs  en 
coordonnées  carlésiennes  par  les  formules 

a?  =  A  (  u  —  «  )'"  (  r  —  a  )'« , 
y  =  B{u  —  b  )">  (  ('  —  6  )'" , 
z  =  C{u  —  c  )'"  ( i'  —  f  )'", 

dans  lesquelles  u  et  v  désignent  deux  paramètres  variables,  les 
autres  lettres  des  constantes.  11  est  bien  connu  que  les  courbes 
«  =  const.  et  les  courbes  ^'  =  consl.  tracent  sur  ces  surfaces  un 
réseau  conjugué. 

I. 

1.  Je  considère  les  surfaces  r('|)r(''sentées  par  les  formules  plus 
gé'uérales 

(l)        j:  =  U,(i/)  V,(i').         y  =  l'.^(u)\.,{i-).         ;:  =  ll3(//)\'..,(r). 

les  fonctions  U/ et  V,  étant  telles  que  les  courbes  //  =  consl.  cl 
les  cotM'bes  i>  =  const.  forment  un  léseau  conjugué. 

Je  vais  déterminer  toutes  les  surfaces  ainsi  définies  et  je  mon- 
Ircrai  cpic,  piuir  cliacune  d'elles,  les  lignes  asymplol  i(|ucs  sont 
d<''lc)iniiiécs  |>ar  deux   (piadraluies. 


:{  — 


i2.  Une  siirfac<'  ('lanl  rii|)|)orlé('  à  des  coordoimées  curvilignes 
?/,  r,  pour  (|ne  les  courbes  coordonnées  forment  un  réseau  con- 
jngu(''.  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  sait,  (|ue  le  déterminant 


D' 


J  m'      J  II      ./  i' 


soit   idenli(|ucmetil  nul.   Si   nous  désignons  les  dérivées  par  des 
accents,  celle  condition  deviendra,  pour  les  surfaces  considérées, 


(■^) 


D' 


u;v;    u'.v,    UjV; 
u;v;    u;,v.    Usv; 


Débarrassons-nous  d'abord  d'un  cas  particidier,  celui  où  Tune 
des  six  dérivées  cpii  figurent  dans  celle  équation  se  réduirait  à 
zéro.  Soit,  par  exemple ,  U!,  =  o.  Si  Ton  écarte  l'Iivpolbèse 
UjV'j  =  o,  (pii  ne  donnerait  que  le  plan,  il  reste 

u;u;(V',V2  — \iV2)  =  <). 

Si  l'on  égale  à  zéro  l'une  des  fonctions  \  ,  on  trouxe  un  plan  ; 
si  l'une  des  dérivées  U, ,  Ul  est  nulle,  la  surface  est  un  cylindre. 
]^a  supposition 

V,      \, 

conduit  aux  surfaces 


(3) 


a^  =  U,  Vi,        r  =  UoV,, 


=  V3, 


qui  sont  bien  connues.  Peterson  a  donné  dès  1  (S()().  dans  le  Join/ia/ 
de  la  Sociélé  nuitlu'inatigue  de  Moscou,  des  déformations  à  un 
paramètre  jiour  loules  ces  surfaces.  Plus  récemment,  M.  .lamet 
{^Annales  de  L' Ecole  JSot  mate  supérieure,  année  1H8-)  a  ('-tudié 
des  surfaces  (pii  ne  diffèrent  de  celles-là  (pje  par  une  transforma- 
tion projeelive  et  montré  que  leurs  lignes  asymptoti(pies  sont  (b-- 
terminées  j)ar  deux  (piadi'alures.  En  eflet,  les  écpialious  (.1) 
peuvent  être  remplacées  par  les  suixanles 


(4) 


•Bu. 


d'où  l'on  dt'cluiL  pour  les  asvmptoliques.  réqualion  diflei  cnlielle 


/\±1 


dz'- 


au-  =  o. 


3.  Nous  pouvons  maintenant  supposer  qu'aucune  des  six  déri- 
vées U', ,  .  .  .,  V!,  ne  se  réduit  à  zéro,  ce  qui  permet  d'écrire  ainsi 
l'équation  du  problème 


(G; 


Le  premier  membre  de  cette  équiUion  est  une  somme  de  trois 
termes  de  la  forme  [J\ .  En  le  diflérentiant  deux  fois  par  rapport 
à  u.  on  obtient  deux  équations  qui,  jointes  à  la  première,  per- 
mettent d'éliminer  les  trois  fonctions  \ .  On  arrive  ainsi  à  la  rela- 
tion qui  exprime  que  les  trois  fonctions  U  sont  solutions  d'une 
même  équation  différentielle  linéaire,  homogène  et  du  second 
ordre.  On  a  donc  nécessairement 


V, 

u, 

\\ 

t'. 

Vo 

1 2 

v; 

^'■1 

V3 

U3 

v; 

u; 

(7) 


j^  =  Oi/iU)  -V  0LiO{u  ) 


(i   =  I,  2,  3) 


cl.  |»our  les  mêmes  raisons. 


(« 


^■  =  />, /(i-j^?,>.(i') 


(t  =   l,'2,3). 


les  lettres  a  et  b^  a  et  [i  dé'sigiiant  des  constantes,  les  symbolesy*, 
'i.  /  et  À  des  fonctions  arbitraires. 

D'après  cela,  trois  cas  |)euvent  se  pri'senter  et  trois  seulement  : 
1"  les  trois  fonctions  (")  sont  proportionnelles  entre  elles,  ainsi 
«pie  les  trois  lonclions  (8);  ■>."  les  trois  foncti(jus  (-)  sont  propor- 
tionnelles entre  elles,  mais  les  trois  fonctions  (8)  ne  le  sont  point  ; 
.'•"  ni  les  fondions  ( -),  ni  \c<  fondions  (S)  ne  sont  pnqiorlion- 
nelles  eut  rc  elle>. 


i.    I^rcniicf  ras.  —  Nous  suji|)f)Soiis  (jiroii  ;nl  ;i  la  fms 


(9» 


u,  u,         u,      u 


V. 


"3   TÎ7 


\ 


les  lelli-es  m  et  n  désignant  des  constantes,  U  une  fonction  de  u. 
et  V  une  fonction  de  f.  De  ces  relations  on  déduit,  en  négligeant 
des  ("acteurs  de  proportionnalité  qui  sont  sans  influence, 


X  =  U"'.  \"u        y  =  \J"'A"--, 


li"'.\"3 


A  la  vérité,  les  exposants  m  et  n  ne  sont  pas  entièrement  arbi- 
traires, car  la  substitution  des  expressions  (9)  et  (10)  dans  l'équa- 
tion (6)  conduit  à  une  relation  quadratique  et  bomogène  entre 
les  inverses  de  ces  exposants.  Mais,  comme  il  existe  toujours 
trois  nombres  a,  |i,  v  satisfaisant  aux  relations 

■x/tii  ■+-  'jim-2  -+-  Y'»3  =  0, 
a//|    -f-  ^«2   -r-  7/*.)    =  o, 

les  surfaces  que  nous  venons  d'obtenir  auront  pour  équation 

:?■*>'?  -Y  =  coii«t. 

Ainsi,  elles  rentrent  visil)lenient  dans  le  type  (4)  précédem- 
ment obtenu,  ce  qui  nous  dispense  d'insister  davantage. 


o.    Second  cas.  —   Nous  supposons  qu'on  ait  encore 


(9) 


l.  U.  U3 


mais  (\u^aucun  des  rapports  des  trois  fonctions  (  S'),  prises  deux  à 
deux,  ne  soit  constant. 

En  vertu  de  Tlnpotliési-  actu(  lie  et   des  formules  générales  (<S), 
l'équation  (G)  devient 


I     —     />, /(  n -i- 3,  X(i' I 


I      —      l'.'t  /(i-)  -t-  3,X(c  ) 


—  0 


C'est  là  une  relalion  lioéaire  et  homogène  à  coel'iicicnls  con- 
stants entre  les  deux  fonctions  l{v)  et  )v(c^).  Puisque  leur  rapport 
n'est  pas  constant,  il  faut  que  le  coefficient  de  /(r)  et  celui 
de  )v(i')  soient  séparément  nuls;  d'où 


"Il 
I 


b. 


ni't 


I      --     b. 

Ces  équations  donnent 
b 


(^1 


'      7^      ?. 


I      —      h 
m  9 


1^3 


les  lettres  b,  c,  |j,  y  désignant  des  arbitraires  (').  1!  vient  alors 

ce  (ju'on  peut  écrire 

en  rej)résenlant  par'J>(t')  et  '/('')  deux  nouvelles  fondions  arbi- 
traires. On  déduit  de  là 


m  :  d\' 


[""-m 


•M") 


Mais  on  peut  prendre  pour  variaMe  le  rapport  y  ;  •!/,  <pii,  en 
vertu  de  notre  hvpothèse,  ne  se  réduit  certainement  pas  à  une 
constante;  si  nous  l'appelons  encore  v,  nous  trouverons 


(lo) 


,,  '"i  /  —  - 


(')    NoiiN  iiCiMiions  ainsi    que    la  soliilion   ///,-: /«^  —  m,,   qui    conrhiirail    à 


Les  cxprcs.sions  des  l'onclions  Vo  cl  V:i  ne  (JUrçreronl  de  celle-là 
que  j)iu-  riiidice  de  ni  et,  comme  les  relations  (9)  donnent 


nous  ohlenons  finalement  le^  formules 


(11)     X 


'"1    / 

u"he     •'   '■-•-'"., 


j-  =  u"'^e 


z  —  u"'^e 


qui  dépendent  d'une  seule  fonction  arbitraire  g {v)  et  de  trois 
constantes  arbitraires  in^^m-i^  ni-:^;  car  nous  avons  pu,  sans  res- 
treindre la  généralité,  remplacer  U  par  la  variable  u. 

Les  surfaces  que  nous  venons  d'obtenir  n'ont  pas  encore  été 
signalées,  que  je  saclie. 

Pro|)osons-nous  d'obtenir  leurs  lignes  asvniptotiques.  A  cet 
effel,  nous  formerons  les  deux  déterminants 


D  = 


y  II-  y  II   y^ 


T)"  = 


y  V-   y  a  yv 


Le  calcul,  elTectué  au  moyen  des  formules  (i  i),  donne 


D  = 


D" 


2_^niim,{nii—m2), 


u{v  -\-  nii  )-(y  -+-  niifiv  -+-  m^ 


i   ^^niinioinii — m^)- 


Comme  le  déterminant  D'  est  nul,    les  courbes   coordonnées 
étant  conjuguées,  l'éijuation  différentielle  des  asymptoliqucs 


(1..) 

se  réduit  ici  à 


dii- 


\ydiû  +  Wdv^  =  o 


A'(i')f<'^(iM-H  \\rh-- 


(  ('  -1-  //i  1  )  (  ('  -1-  nu  j  (  t'  -1-  /«3  ) 

On  \oit  qu'elle  est  de  la  forme 

V (  u  )  du-  —  <I> (  r  )  fA'-  =  o. 

En  conséquence,  les  Lignes  asymptotù/ites  des  sttr/dces  (\  1) 
so/it  délcrminées  par  deux  quadrittiires. 


8  — 


6.  Tiûisième  cas.  —  Nous  supposons  que  les  fonctions  V.)i'.\j\ 
ne  sont  point  proportionnelles  entre  elles,  non  plus  que  les  fonc- 
tions V/  :  V|.  Par  suite,  les  fonctions  f{u)  et  '^{u)-,  qui  figurent 
dans  les  lorniules  {-)  ne  sont  pas  dans  un  rapport  constant,  non 
plus  que  les  fonctions  /(r)  et  À(<')  des  formules  (8).  Or,  si  l'on 
substitue  les  expressions  (-)  et  (8)  dans  l'équation  ((3),  on  trouve 

i      b:ihv)-^%l(i-)      rt3/(jO-+-a3?(«) 

Le  premier  membre  de  celte  identité  étant  linéaire  et  homo- 
gène en  f(i()  et  'f("),  il  faut  que  le  coeflicient  de/(//)  et  celui 
de  o(u)  soient  nuls,  sans  quoi  le  rapport  /',  cp  serait  constant. 
Mais  chacun  de  ces  coefficients  est  lui-même  linéaire  et  homo- 
gène en  l{i')  et  'f  («');  il  doit  donc,  pour  que  le  rapport/:  A  ne  se 
réduise  pas  à  une  constante,  être  identiquement  nul.  En  d'autres 
termes,  on  doit  supposer  nuls  les  quatre  déterminants  en  lesquels 
se  décompose  le  précédent.  Si  l'on  n'écrit,  pour  abréger,  qu'une 
ligne  de  chacun  d'eux,  on  aura  les  (juatre  équations 


(i3) 


bi  II   =  o, 
?/  Il   =  o, 


Il    I     «/ 
!l    •     ^i 


?/  li   =  o,   / 
bi  II   =().   i 


11  est  aisé  de  voir  cpi'on  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale 
possible  aux  équations  (i3)  en  prenant 


(i3)' 


I  a,  =  a  ^-  a' ki. 

\   a/  =  a  -i-  a' y.,-, 


6,  =  b-^b'ki 

o,   —    p  —   p    /., 


(  t  =  I,  i,  3), 
(/ ■=  I,  a,  3), 


tcjutcs  les  lettics  nouvelles  désignant  îles  constantes  arbitraires. 
Si  l'on  substitue  ces  expressions  des  douze  paramètres  «,,  ^/,  a/,  jj/ 
dans  les  (■(|iiati()ns  (i  \\  ou  trouve 


(!.'./ 


\  ""^'  Il      I     /'<     >'•/  Il  =  o, 

1    »'  ^'    Il       I       V.,      /. ,    Il    =  o, 


Si   \v.  (h'ici  iiiiiKinl   <pii    li^inr   dans  ces  deux  ('■qnatioiis  n'est  pas 
nul,  on   devra  supposer  soit  r/'=(»  et  a'=o,  ce  qui  entraînerait 

H 


ridenlili'  des  trois  fonctions  U/ :  l'^,  soit  a'=(>  et   ,'':i'=().   Dans 


ce  dernier  cas, 'les  relalioiis  (lo)'  donnent 


ai  =  a  -\-  a' ki,         bi  =  hi-r-  b' ki. 


les  formules  (-)  et  (8)  deviennent 

U 


=  {b^b'ki)l{v)-\-'-p.{v). 


On  en  déduit 


d\]i 


du 


Uf         aj'i  u)  -\-  or.o{u)  -+-  Ai  a  J\  a  ) 

dVj  _  f/c 

V;   ~  blivj-^'^liv)-^  /<ib'l(i>)' 

Comme  on  a  nécessairement  ici  a' U ^  o,  on  pourra  écrire 

i  du 


d\]i  _  I 


^V, 


f/r 


II  suffira,  dès  Jors,  de  prendre  comme  nouvelles  variables 


af{u)-k-<x.vi{u) 


pour  trouver 


f/U,  _  F(?t')^///'  (A,-  _  G(t^')c?c^' 

Lt    "     u'-h/ii    '  V,    ~     p'+A-, 

et,  finalement,  en  supprimant  les  accents, 

,   .,  ,  rF(u)dit.        fG(v  )rA' 

(\J)  \0'JX=l     j—     -i-   /     ; . 

ainsi  que  deux    formules   analoj;ues    avec   Ao   et    /."j    |)Our    logj' 
et  log-  c. 

Egalons   maintenant   à   zéro   le   délcrminanl    ( \  \  )' .    Toutes   les 


—    10   — 
solutions  Je  réqualion  tiinsi  obtenue 

son t  représentées  parles  formules 

/>■/  =  m  -;-  /</•/,  y.,  =  \x  -^  v/-,-.  (  t  =  i ,  2,  3  ) 

doù  Ton  tléduit,  en  vertu  des  relations  (i3)', 

«,  =  a  -+-  /na  -h  na'/-,,         b,^  b  -\-  mb' -r-  'ib'r,, 

2/=  a  -^  ;jLx'-i-  va'/-/.  ^/=  j3  -I-  ;ji3'-+-  vlj'/-/. 

Par  suite  les  expressions  (-)  et  (8)  deviennent 

jTT  —  (a  -h  ma')f(u)  M-  (  a  -h-  [it.'  )  z{ii)  -^  r,[na'/{  11)  -+-  v2'o(»)]. 

-i   =  (  6  -4-  mb'  )  l{i.')-^{^^  a'p'  )  X  (  f  )  -(-  /•,  [  nb'  /  (>  )  -4-  v;3'X(  r  )!• 
»  i 

En  répétant  le  raisonnement  qui  vient  d'être  l'ait,  on  arrivera 
exactement  aux  mêmes  conclusions  que  dans  Tlivpotlièse  précé- 
dente. En  résumé,  dans  le  troisième  cas,  on  n'obtient  pas  d'autres 
surfaces  (pie  celles  qui  sont  re|)résentées  par  les  formules 

1       "  J    u-^  a        J    V  -\-a 

.    ,.  ,  I  ,  r  V'du  /■  VfA- 

(  \(^)  ',    Inj:  y  =  /   -+-     /    . ^, 

.  /    u  -^  b        J    \-  -^  b 


/•   V  fin  r  \  fh- 

j     u  -t-  c     ^1    \   -h  (■ 

•  »ù  L   et  \    sont  d(!u\  fonctions  arbitraires,  lune  de  //,  laulreder, 
a,  ù,  c  trois  constantes  quelconques. 

M.  Sophus  Lie,  qui  a  le  premier  considéré  ces  surfaces,  a 
indiqué  {Comptes  rendus  de  l' Acadéniie des  Seienees,  l.  CXIV, 
p.  lij)  qu'on  peut  déterminer  leurs  lignes  asvnqîloliques.  Pour 
le  vérifier,  il  >ul'(ii  t\<;  calculer,  au  moven  des  forn)ulcs  (i()),  les 
fonctions  I)  e|  1)''.  (  )ii  irnuve  ainsi 

D  -  0  U(tJ-0 ,).  ^  .  V(V-')  , 

'   (« -i- a)f  H  4- 6)r« -hc)'  <"  ^^,^  ,i){i-  -h  b)(i-  -i-c)' 


—  Il  — 

le  laclciii'  cuiniium  z  repiésenlfiiil  I  c'X|)J('.ssioii 

xyz  {'  \  i  a  —  V  )■-  X  abi  a  —  h) 

(  a  -T-  a  )  (  u  -h-  0 )  {  u  -^  c )  ( V  -\-  a  )  {V  -T-  ù )  i  v  -r-  c } 

On  voit  que  lVM|u;iLion  (12)  des  asyin|)l()li(|ues  est  de  la  foriDe 

F(u  )  (lu-  —  ^  (i>)  dv-  =  o, 

ce  qui  (Jénioiilre  le  lliéorènic. 

7.   Remarque..  —  Il  peut  èlre  avantageux,  dans  certains  cas,  de 
faire  disparaître  le  signe  d'inlégralion  à  la  ("ois  des  trois  fonctions 

rvimdu  rv(u)du  rv{u)du 

j      u  -!-  a  j      II  -r-  h  J      u  -h  c 

Il  suflit  à  cet  effet  de  poser 

F (  u  )  —  (  u  -h  a )  ( u  -^  b)  (  i(  ^  c  )  'f'" {  u ) 
et  d'intégrer  par  parties;  on  trouve  ainsi 
'F(u)du 


P 


=  { Il  -^  b)(u-\-  c)o"(u)  —  (-2U  -\-  b  -^  c)  o'{u)  -^  20(11), 


la  lonclion  '-5(//)  étant  laissée  arbitraire. 

Cette  remarque  permet  d'éliminer  les  paramètres  u  et  v  entre 
les  relations  (i  i)  qui  définissent  les  surfaces  trouvées  au  n"  o,  et 
que  l'on  peut,  en  remplaçant  /?/,,  /??j,  /??.,  par  f/,  />,  c,  écrire  de  la 
façon  suivante  : 


\iv^x"  =  loir II  -^  <■"- -ç"  —  -n-z'  -+-  no  -^  ( b  -h  c ) (vo"  —  io' )  -r-  bc o" , 

l 
\n'^y''  =  log  K  -;-  i'-  o"  —  ■?.  (•  g'  -4-  2  3  -r-  ( c  -f-  <■/  ; (  y  cp"  —  :>.  o'  )  -^  c a  o", 

1 
log  z''  =  iog u  -^  t'- o"  —  ov'j.'  -h  -lo  -\-  {a  -^  b){ »> o"  —  io')-\-  ab o  . 

Le  sjmljole  o  désigne  une  fonction  arbitraire  de  r,  dont  les  dé- 
rivées sont  représentées  par  cp' et  ci'.  Des  é(|ualious  ci-dessus,  on 
déduit,  par  des  combinaisons  évidentes, 

/'  —  !■      (■  —  a      II  —  h 

U^x^^y~''~r^  =  o"Zbc{b-  c), 
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Comme  r-i"  —  a'J^'est  une  fonclion  de  tp",  nous  éliminerons  v 
en  écrivant 

/)  —  c     r  —  Il     n  —  h 

(il/  x"^ y~~^ z   '•      =  ^(T''-<^y'--" z"-'>). 

le  symbole  $  désignant  une  fonclion  arbitraire  de  son  argument. 
Nous  avons  donc  ce  théorème  :  Les  lignes  asymptotiques  des 
surfaces  que  représente  Véqualion  (ii)'  peuvent  être  déter- 
minées par  deux  quadratures,  quelles  que  soient  les  indéter- 
minées rt,  b,  c,  et  la  Jonction  arbitraire  <I>. 


II. 

8.  Les  surfaces  (4)  que  nous  avons  obtenues  tout  d'abord  (n°  2) 
sont  des  transformées  homograpliiques  de  celles  que  représente 
l'équation 

(17)  /,(L,M)=/,(-\.  H). 

où  L,  M,  N,  P  sont  quatre  fonctions  linéaires  (\ex,y,  ::/i,fj,  des 
fonctions  homogènes  et  du  mémo  degré  de  leurs  arguments  res- 
pectifs. M.  Jamet  (loc.  cit.)  a  fait  connaître  une  propriété  carac- 
téristique des  surfaces  (17)  :  Tous  les  plans  tangents  menés  aux 
divers  points  d'une  section  faite  par  un  plan  contenant  la 
droite  î\=o,  P  =  o,  coupent  en  un  même  point  la  droite 
L  =  o ,  M  =  o . 

Pour  les  transformées  houi()graphi(pies  cpie  nous  avons  consi- 
dérées et  qu'on  peut  rejirésenler  |)ar  r(''(|ualion 

r.7)'  -        •^'"* 


'(ï) 


cette  propriété  s'é-nonce  ainsi  :  Li's  jdans  tangents  menés  aux 
divers  points  d' une  section  faite  par  un  j^lan  contenant  l'axe 
des  x  cnvebqtpent  un  cylindre  dont  les  génératrices  sant  pa- 
rallèles au  plan  des  yz. 

Il   n  e>l    pas   sans   inlc-rèt    de  tccIicicIk  r  tdiilo    les  surlaccs  (pii 
p(»>>cdi'iil    hi    pr(i|iri('li''    n'cipiiupic    :   l.i-s  cnurhrs  dr  rmilact  drs 
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cylindres  circonscrits  parallèlement  à  un  plan  fixe  sont  des 
courbes  planes  dont  les  plans  passent  par  une  droite  fixe. 

9.  A  cet  elFel,  deleiminons  d'abord  toutes  les  surfaces  telles 
que  les  courbes  de  contact  des  cylindres  circonscrits  parallèle- 
ment au  plan  des  yz  soient  des  courbes  planes. 

Toute  surface,  pouvant  être  considérée  comme  l'enveloppe  des 
cylindres  qui  lui  sont  circonscrits  parallèlement  au  |)lan  des  j>';, 
peut  être  représentée  par  Téq nation 

(  i8  )  z  -\-  a  y  =  f{x,a) 

qui  est  celle  d  un  pareil  cylindre  et  par  l'équation  dérivée 

(19)  .y=fJ^^(i)- 

Les  courbes  de  contact  des  cylindres  sont  les  courbes  a  =  const. 
Ecrivons  que  leur  torsion  est  nulle.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela 
c[u'on  ait,  pour  toute  valeur  de  a, 


x' 

x" 

x" 

y' 

y" 

y'" 

Z 

^" 

les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à  x.  Cette  équation  se  réduit  à 

y'z'"  —  z"y"  =  o 

et  montre  que  le  rapport  :■"  :  y"  est  une   fonction  de  a.  Nous 
poserons 

Mais,  comme  les  équations  de  la  surface  donnent 

yU  —fax'i  ~'.'v-  — /,|2  ^/rt.r'j 


)1  Vient 


ou  encore 


f"   —  _  f" 


On  déduit  de  là  d'abord 


/;'-=AX", 
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X  désignant  une  fonclion  arbitraire  de  x;  puis 

les  lettres  A,  A,,  Ao  désignant  trois  fonctions  arbitraires  de  a . 
Les  solutions  qu'on  obtiendrait  eu  supposant  nulle  soit  la  dé- 
rivée z",  soit  la  dérivée  y",  rentrent  dans  celle-là.  Ainsi,  les  sur- 
faces cherchées  sont  les  e/weloppes  des  cylindres  (') 

(20)  z -h  ny  =  AX  + \ix -h  A-y. 

Eflectivenienl,  on  obtient  les  caractérislicpies  de  ces  cylindres  en 
adjoignant  à  cette  équation  l'équation  dérivée 

(21)  ^  =  A'X-A;.r-r-\;. 

et  il  est  visible  cpie  ces  courbes  sont  situées  dans  le  |)lan  variable 

(2'>)        \'z  +  (  A'rt  —  \)y  -r-  (  AA;  —  A'A,  ).r  +  AA;—  A'Aj  =  o. 

Nous  allons  maintenant  e\j)rinier  que  ce  plan  |)asse  par  une 
droite  (ixe.  Il  v  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  la  dérivée  A' 
est  nulle  ou  diflerente  de  zéro. 

10.  Premier  cas.  —  Soit  A'  =  o  ;  |)ar  suite,  A  =  const.  =  m. 
Le  plan  de  la  courbe  de  conlacl  du  cvlindre  circonscrit  a  pour 
équation 

(21)'  y  =  X\x  +  \^\ 

il  ne  peut  contenir  d'autre  droite  fixe,  située  à  distance  finie, 
f|u'une  [)arallèle  à  l'axe  des  z.  Cette  droite  étant  prise  pour  axe 
des  z,  on  aura  A'.,  =  <>;  c'est-à-dire  que  A..>  est  une  constante,  Imi 
la  négligeant,  ce  (|ui  est  permis,  on  obtit'iil  les  sur'aces  en\e- 
loj)pes  des  cylindres 

(  V.3  )  z  +  ay  —  /{x,  a)  =  m  \  -!-  \  1  x, 

pour  les(|uels  X  et  A|  sont  deux  l'onclions  arbitraires. 


(')  Si  l'un  siijipusc  \,  |)ru|iiirl  idiuicl  ;'i  \,  <iii  oliliciil  une  chissi'  rciMiiiijiiiiiilc 
(le  sulfures,  (IdiiL  rluiciinc  iiciiiiL-l  mie  série  de  (téfornialioiis  (l(':|)eii(I:iiil  d'im  |i;i- 
riHiH-lie  iiiliiliniio,  el  ilans  lcs(|iiollos  li;  ii-scau  des  coiiiiies  x  ronsl.,  n  1  nii>i ., 
reste  ronjusné.  loir  le  Iravail  de  M.  (Ionisai,  Sur  un  /inthlèmc  relali/  n  la 
clt'fnrmnliitn  des  siirfiices  {  Aiiirricaii  Joiirnal  nf  Mallu-nuitiis,  I.   \\\  ). 
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Si  le  plan  (le  la  courbe  de  conlacl  contient  une  drtjile  fixe 
rejetée  à  rinlini,  il  est  néccssairomenl  parallèle  au  plan  j'  =  o. 
Alors  A,  =  o;  soit  A,  =  const.  =  n\  les  cylindres  cherchés  ont 
pour  équation 

(24  )  -3  -f-  ay  =  f{T,  a  f  =  m\  ~-  nx  4-  .\.2. 

1 1.  Second  cas.  —  Soit  A'^  o.  Si  la  droite  fixe  est  rejetée  à 
rinfini,  les  plans  des  courhes  de  contact  sont  parallèles  à  un  plan 
{\xe,  (pion  |)eut  prendre  pour  plan  deaxy.  Ahjrs  on  a 

X'a  —  A  =  o,         A'A,  —  AA;  =  o, 

ce  qui  donne,  avec  deux  constantes  arbitraires  m  et  /?, 

\  =  ma,         Al  =  mna. 

On  arrive  ainsi  aux  cvlindres 

(•2))  z  -f-  ay  =f{x.  a  )  =  ma(  \  -\-  n)  —  A,. 

Si  la  dioite  fixe,  située  à  distance  finie,  n'est  parallèle  aux 
génératrices  d'aucun  des  cylindres  circonscrits,  on  peut  la  prendre 
pour  axe  des  :c;  d'où  les  deux  relations 

AA'i  —  A'A,  =  o,         AA2  —  A'A.2  =  o, 

qui  expriment  que  les  fonctions  A,  et  Ao  ne  dillèrent  de  A  que 
par  des  facteurs  constants.  Dès  lors,  la  fonction /"(jr,  a)  se  réduit 
au  produit  de  A  par  une  fonction  de  x.  Or,  si  l'on  a 

(•i6)  5-+-rtr  =  A/(r), 

il  en  résulte 

(27)  y  =  iVf(x), 

d'où  par  division 

f  ^     _  A 
Y  ~  a' 

Ainsi,  (I  est  une  fonction  {\y\  rappoil  z\y.    Il  en  est  de  même  de 


—  k;  — 

A'  et  l'équation  (27)  prend  la  lornic 

fix) 


(••^7)' 


(?) 


slrictemenl  équivalente  à  celle  des  surfaces  (17)'- 

Supposons  enlin  que  la  droite  fixe,  située  à  dislance  finie,  soit 
parallèle  aux  génératrices  de  l'un  des  cylindres  circonscrits;  nous 
la  prendrons  pour  axe  des  y.  Ecrivons  que  le  plan  variable  (22) 
contient  cet  axe.  Nous  aurons 

X'  a  —  A  =  o,         AA', —  A'Aj  =  o, 

d'où  |)ar  intégration 

A  =  /«a,         A2=  mua, 

m  et  n  étant  deux  constantes.  Donc,  les  surfaces  correspondantes 
sont  les  enveloppes  des  cylindres 

( 28 )  ^  -1-  a  y  =  f{  T,  a)  =  ma  X  -^  A ,  a;, 

car  on  peut  supprimer  la  constante  n  qui  s'ajouterait  à  la  fonction 
arbitraire  X. 

12.  Si  l'on  rapproche  les  cinq  résultats  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, on  arrive  à  la  conclusion  suivante  : 

Les  surfaces  que  leurs  cylindres  circonscrits  purailèlenient 
à  un  plan  fixe  touchent  suivant  des  cou/bes  planes  dont  les 
plans  passent  par  une  droite  fixe  sont  les  enveloppes  des  cy- 
lindres ayant  p)Our  équation 

(18)  z-^ay  =f(x,a), 

oit  la  fonction  f  admet  Vu  ne  des  deux  formes  suivantes  : 

.      ,  (/(a:,a)  =  A(a)X(a-), 

(29) 

/  /(>,  a)  —  (ma  -\-  n)\(x) -^  ( px  -ir  rj)S.{n), 

les  deux  fonctions  A,  X  étant  arbitraires  ainsi  ifue  les  tjiiatre 
constantes  /;?,  /?,/^  q. 

iSous  albins  voir  (juc  les  lii^nes  asymptotiques  de  chacune  de 
ces  surfaces  sont  déterminées  par  deux  i/uadratures. 
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En  effet,  les  courbes  x  =  const.,  a  =  const.  formant  un  réseau 
conjugué,  l'équation  différentielle  des  asymptoliques  est 

Un  calcul  facile  montre  que,  pour  les  surfaces  enveloppes  des 
cylindres 

z  +  ay  =  f(x,a), 

cette  équation  se  réduit  à 

/['»  dx^—/a^  da^  =  o, 

et  il  est  visible  que,  quand  la  fonction /admet  l'une  ou  l'autre  des 
formes  (29),  cette  équation  rentre  dans  le  tvpe 

¥{x)  dx^—  <P(a)da^  =  o, 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

13.  Voici,  pour  terminer,  une  propriété  caractéristique  des 
surfaces  (17),  étroitement  liée  à  celle  qu'a  démontrée  M.  Jamet 
et  que  nous  avons  rappelée  au  n"  8.  Je  dis  que  ces  surfaces  pré- 
sentent un  réseau  conjugué  formé  de  deux  familles  de  courbes 
planes,  dont  les  plans  passent  par  deux  droites  fixes. 

Soient  en  effet  (D,)  et  (Do)  les  deux  droites  L  =  M  zr=  o  et 
N  =  P  =  o.  Menons  un  plan  par  (D,)  et  un  plan  par  (Do).  Ces 
plans  déterminent  dans  la  suiface  des  sections  (C,)  et  (Co).  Con- 
sidérons les  plans  tangents  menés  à  la  surface  le  long  de  (Co)  : 
ils  enveloppent,  d'après  la  proposition  de  M.  Jamet,  un  cône  dont 
le  sommet  est  en  un  certain  point  S,  de  la  droite  (D,).  En  un 
point  M  commun  à  (C,)  et  à(Co),  la  tangente  à  (Co),  courbe  de 
contact  du  cône  (S,),  a  pour  conjuguée  la  génératrice  MS,  de  ce 
cône,  qui  est  tangente  à  la  courbe  (C,).  Ainsi  les  sections  telles 
que  (C,)  et  les  sections  telles  que  (C2)  forment  un  réseau  con- 
jugué. 

Pour  établir  que  celte  propriété  caractérise  les  surfaces  consi- 
dérées, on  peut  montrer  qu'elle  entraine  la  proposition  de 
M.  Jamet.  A  cet  effet,  supposons  qu'il  existe  un  réseau  conjugué 
formé  de  deux  familles  de  courbes  planes  dont  les  plans  passent, 
pour  les  courbes  d'une  famille,  par  une  droite  (D,),  pour  celles 

XXIV.  > 
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de  l'autre  famille,  par  une  droite  (Do).  Considérons  une  section 
plane  (C(  )  dont  le  plan  passe  par  (D,  ).  Soit  M  un  point  de  (C|  ). 
Celle  des  courbes  conjuguées  de  l'autre  famille  qui  passe  par  M 
est,  d'après  un  théorème  de  M.  Kœnigs,  la  courbe  de  contact 
du  cône  circonscrit  qui  a  pour  sommet  le  point  S,,  où  la  tan- 
gente en  M  à  la  section  (C,)  rencontre  la  droite  (D,).  Mais, 
par  hypothèse,  cette  courbe  (C2)  est  plane  et  son  plan  passe 
par  (Do).  Donc  les  plans  tangents  menés  le  long  de  la  section 
plane  (C2),  dont  le  plan  contient  (D2),  vont  tous  passer  au 
point  S,  de  la  droite  (D,)  :  c'est  la  proposition  de  M.  Jamet. 
On  peut  aussi  établir  cette  réciproque  par  un  calcul  direct. 
Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  fixes, 
également  distant  de  chacune  d'elles;  pour  axe  des  z,  une  droite 
qui  les  rencontre.  Deux  plans,  passant  respectivement  par  ces 
deux  droites,  seront  représentés  par  les  équations 

(3o)  x=u{z-^c),         y  =  v{z  —  c), 

oîi  c  est  une  constante.  Pour  qu'un  point  de  la  droite  ainsi  définie 
engendre  une  surface  dont  les  sections  planes  «  =  const.  et 
ç^  =  const.  forment  un  réseau  conjugué,  il  faut  et  il  suffit  que  :; 
soit  une  fonction  de  u  et  r,  telle  que  le  déterminant  D'  soit  iden- 
tiquement nul.  On  a  ainsi  l'équation 

llZln,-\-Z^,       llZn-^Z-'rC       l^Z^, 

i^Z„i,-i-  Z,,       ^'Zu  VZu-\-  Z  C 


(jui  se  réduit  à 

( -2_  ci)z"„,.—  izz'uZ'^=o, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  développement  de  la  condition 

0^     .       z-  r 
lo"  =  o. 

Ou  ih'      "  z  -+-(■ 

En  consé(pience,  l'intégrale  générale  est 

(3,,  Z=l=/Jjil. 

Z  -¥-  r        O  {  r  ) 

avec  deux  fonctions  arbitraires.  Mais  si  Ton  tient  compte  dos  «'(ju;i- 
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lions  (3o),  cette  relation  prend  la  l'orme 

qui   rentre  visiblement  dans  le  tjpe  (17).  La  propriété  est  donc 
caractéristique  de  cette  classe  de  surfaces. 


CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DE  LA  FONCTION  DE  GREEN; 
par  M.   Zaremba. 

i.  La  lecture  du  beau  Mémoire  de  M.  Picard  [Journal  de 
Liouville,  t.  VI,  4*^  série)  fait  immédiatement  naître  l'idée  qu'un 
grand  nombre  de  résultats,  établis  par  Téminent  géomètre  pour 
les  équations  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépen- 
dantes, doivent  pouvoir  s'étendre  au  cas  de  plusieurs  variables 
indépendantes.  On  reconnaît  immédiatement  que  la  cliose  se  ra- 
mène à  la  démonstration  d'une  propriété  de  la  fonction  de  Green, 
facile  à  établir  dans  le  plan  par  la  représentation  conforme,  mais 
beaucoup  moins  immédiate  dans  les  autres  cas.  C'est  cette  pro- 
priété qui  fera  l'objet  du  présent  travail.  Nous  nous  bornerons  à 
trois  variables  indépendantes,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  intéressant, 
mais  on  verra  que  la  méthode  suivie  pourrait  s'appliquer  au  cas 
général. 

2.  Voici  l'énoncé  de  la  propriété  dont  il  vient  d'être  question. 

Soit  G{x,  y,  z\  x\  y' ,  z')  la  fonction  de  Green  relative  à  un 
domaine  D  limité  par  une  surface  convexe  S  admettant  en  chacun 
de  ses  points  des  rayons  de  courbure  déterminés.  Désignons  par  d 
la  plus  grande  distance  de  deux  points  pris  sur  la  surface  S  et 
par  a  la  limite  inférieure  des  rayons  de  courbure  de  la  surface  S 
en  un  point  variable.  Je  dis  que  l'intégrale 


Him 


dx  dy'  dz\ 


étendue  à  tout  le  domaine  D,  est  inférieure  à  un  nombre  N  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  : 

a.  Le  nombre  N  dépend  uniquement  de  la  surfiice  S. 
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b.  Le  nombre  N  tend  vers  zéro  lorsque  la  surface  S  varie  de 
façon  que  d  tende  vers  zéro,  le  rapport  -  ne  dépassant  jamais  un 

nombre  fixe  M. 
En  posant 

p  =  v/(x-^')2-f-(7-yr--f-(^-^')^ 

on  peut  écrire 

(2)  G{x,y,z\x\  y,  z')=  -  —  v{x,y,s;x',y,z'), 

P 

le  second  terme  du  second  membre  étant  une  fonction  qui  admet 
des  dérivées  finies  et  continues  dans  tout  le  domaine  D  et  sur  la 
frontière  S  de  ce  domaine. 

La  fonction  G  étant  positive  à  l'intérieur  de  la  surface  S,  la 
fonction  u^  définie  sur  cette  surface  par  l'équation 

^        _    d    i         dv 
dn  p        dn 

où  chaque  terme  du  second  membre  représente  suivant  l'usage 
une  dérivée  prise  suivant  la  normale  intérieure  élevée  en  un 
point  P  de  la  surface,  ne  deviendra  négative  pour  aucune  position 
du  point  P. 

D'ailleurs,  en  appelant  d(.o  l'élément  de  la  surface  S  à  l'inté- 
rieur duquel  se  trouve  le  point  P  et  en  désignant  par  /■  la  distance 
du  point  Pau  point  défini  par  les  coordonnées  x^  y^  z,  on  vérifie 
tout  de  suite  que  la  fonction 

(3)  w{x,y,  z)=  j  ^^-^y 

où  l'intégration  doit  être  étendue  à  toute  la  surface  S,  coïncide,  à 
l'intérieur  de  cette  surface,  avec  la  fonction  v  et,  à  l'extérieur, 

avec  la  fonction  -• 

P 

3.  Proposons-nous  de  former  une  fonction  qui,  à  l'intérieur  de 
la  surface  S,  ne  soit  jamais  inférieure  à  la  fonction  /  définie  par 
l'éfjuation 


/=(r)'-(|)'WS)' 


-  21  - 

Désignons,  à  cet  efTet,  par  A  le  point  (supposé  intérieur  à  la 
surface  S)  dont  les  coordonnées  sont  x,  y  et  z  et  soit  Aq  un  point 
de  la  surface  S  (qui,  en  général,  sera  unique)  dont  la  distance  au 
point  A  ne  soit  supérieure  à  celle  d'aucun  autre  point  de  la 
surface. 

Considérons,  en  outre,  le  point  A,  symétrique  du  point  A  par 
rapport  au  point  Aq,  et  posons 

r  =  ÂP,         r,  =  ÂTH,         b  =  ÂAo; 

soit  enfin  R  une  longueur  égale  à  la  plus  grande  des  longueurs  a 
et  b.  On  aura 

(5)  b^R, 

et  en  même  temps 

quelle  que  soit  la  position  du  point  P  sur  la  surface  S. 

4.  Regardons  la  droite  indéfinie  AA|  comme  un  axe  l  dirigé 
du  point  A  vers  le  point  A(  et  rapportons  cet  axe  au  point  A.  Cela 
posé,  cherchons  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  la 

dérivée 

/dw\       _    r  ucosiXP,  ^)dui 

et,  dans  ce  but,  comparons-la  avec 

La  surface  S  étant  convexe,  on  aura 

cos(A,P,  0<o. 
|cos(AP,  OI<|t;os(A,P,  01- 

Il  vient  d'ailleurs,  à  raison  des  inégalités  (5)  et  (C), 

Par  conséquent,  en  se  rappelant  que  u  n'est  jamais  négatif,  on 
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trouve 


div 


<9 


ôiv  \ 


$=26 


Soit  A'  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x\.y'  et  s'.  On  aura, 
à  cause  des  propriétés  de  w  à  l'extérieur  de  la  surface  S, 


div 


A'A, 


et  comme  on  a,  par  suite  de  la  convexité  de  la  surface  S, 


il  viendra 

(7) 


A'A  <A'A,, 

/^\  ^      9 


Ç=o 


A'A 


5.  Menons  par  le  point  A  un  axe  quelconque  r,  perpendiculaire 
à  l'axe  AA,,  rapportons  cet  axe  au  point  A  et  cherchons  une 
limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  la  dérivée 


(dw\        _    /*  «  cos(AP,  r,  )  rfw 


(-)         =   f 


/•2 


Menons  pour  cela  par  le  point  A,  un  axe  ■f\i  de  même  sens  que 
Taxe  7,,  rapportons  cet  axe  au  point  A,  et  envisageons  la  dérivée 


En  posant 


/àn'\  _    r  H  cos(A,P.  r,,)</(o 

l  =  rcos(AP,  rj  =  /•,  cos(  A, P,  ■/;,)' 


En  tenant  compte  de  Tidentitc 
et  en  observant  que 


r^ri, 


on  trouve 
^9) 


1  _  ±  <-  _^   /i        J-\ 
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Or,  les  inégalités  (5)  et  (6)  nous  donnent 


et  comme 

il  vient 

(lo) 


/■       /•,  ^  R 


Par  conséquent,  en  tenant  compte  des  inégalités  (9)  et  (10)  et 
en  remarquant  que 

I  M  <  '-, 

on  déduit  de  la  relation  (8) 

ou  bien,  eu  égard  à  la  définition  de  «', 


H  du 


r,=o 


< 


6 IV 


La  lettre  A'  désignant  toujours  le  point  (x',  y',  z'),  on  aura 


A'A, 


et,  par  conséquent,  a  fortiori, 


(12) 


< 


A'A 


Le  point  A  étant  intérieur  à  la  surface  S 


»»^<-r7 


on  aura  donc  à  plus  forte  raison,  en  se  rappelant  que  d  désigne  la 
plus  grande  distance  de  deux  points  variables  sur  la  surface  S, 


(13) 


«"< 


A'A 


—  u 


On  peut  donc  conclure  des  inégalités  (i  i),  (12)  et  (i3) 


<     1  + 


6^\       I 


A' A 


d'où,  puisque  a  désigne  une  limite  inférieure  de  la  longueur  R, 
04) 


<(.-.^^       ' 


/dw 
6.   On  déduit  immédiatement  des  inégalités  ('j)  et  (1  4) 


ou  bien 
en  posant 


02 

^<7 


6d 


Qî=8i-+-2(^i4-— j   ,  A'A  =  p. 

7.   Il  vient,  en  rapprochant  cette  inégalité  de  l'équation  (2), 


dG 

Ox 


< 


P' 


Par  conséquent,  l'intégrale  I,  définie  par  l'équation  (i),  satisfait 
à  l'inégalité 

oîi  l'intégration  est  étendue  à   une   sphère  de  centre   A   et  de 
rayon  d.  Il  en  résulte 


inégalité  qui  démontre  notre  théorème. 
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COMPTES   RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  5   FÉVRIER    1896. 

PRÉSIDENCE  DE  SI.  KOEMGS. 


Elections 


Sont  élus,  à  lunanimilé,  membres  de  la  Société  : 
MM.  Petrovitch  et  de  Séguier,  présentés  par  M.M.  Picard  et 
Goursat;  M.  Dennery,  présenté  par  MM.  A'ascliy  et  Duporcq  ; 
MM.  Grévj  et  Bourlet,  présentés  par  MM.  Goursat  et  Kœnigs  ; 
MM.  Cosserat  et  Henry  Bourget,  présentés  par  MM.  Darboux  et 
Rœnigs  ;  M.  Leau,  présenté  par  MM.  Kœnigs  et  RafTy;  M.  Le  Va- 
vasseur,  présenté  par  MM.  Picard  et  Kœnigs;  M.  Charve,  pré- 
senté par  MM.  Appell  et  Tannery;  ^IM.  Leroux  et  Lebel,  pré- 
sentés par  MM.  Appell  et  Kœnigs;  M.  Tissot,  présenté  par 
MM.  Guyou  et  Kœnigs;  M.  Albert  Gauthier- Villars,  présenté  par 
M>L  Fouret  et  Carvallo;  M^L  Gels  et  Dumas,  présentés  par 
MM.  Goursat  et  RaflV. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Abcique  général  des  marées. 

M.  Painlevé  :  Propriété  générale  de  l  équation  différentielle 
du  premier  ordre. 

>L  Dennery  :  Intersection  d'une  droite  a^ec  une  quadrique 
définie  par  neuf  points. 

M.  Paialevé  communique  une  démonstration  de  Al.  Bcndixon 
Sur  V existence  de  l  intégrale  d'une,  équation  aux  dérivées 
partielles  linéaire. 

SÉANCE   DU   \'d  FÉVRIER    189(i. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  Carvallo:  Sur  r  impossibilité  de  satisfaire  par  des  points 
réels  aux  conditions  de  la  configuration  formée  par  les  neuf 
points  d  inflexion  d'une  cubique  plane. 

XXIV.  3 
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M.  Vicaire  expose  les  résultais  auxquels  il  est  arrivé  dans 
deux  Mémoires  intitulés,  Fun  Sur  la  réalité  de  l'espace  et  le 
moin-ement  absolu,  l'autre  Sur  la  nature  et  sur  les  principes 
de  la  Mécanique  rationnelle. 


SÉANCE   DU    4  MARS  1890. 

PRÉSIDKNCn:    DE   »l .    K(II-:MGS. 

"Éjections  : 

'."•Sont  élus,  à  runanimilé,  membres  de  la  Société  :  M.  ^^  .  de 
Trani>enl)erg,  présenté  par  MAI.  Darboux  el  Kd'nigs;  ]M.  Alfred 
ï^resca,  présenté'  par  jNliM.  Tresca  el  (>arvallo;  ^I.  Diiport,  pré- 
serïté  par  MM.  Appell  et  Painlevé;  M.  (larlan,  présenté  par 
MM.  Picard  et  Kœnigs;  M.  Griess,  présenté  par  ^IM.  Appell  et 
Kiœnig*;  M.  Piéron,  présenté  par  jNPM.  Darboux  el  Tannery; 
M.Torrès,  présenté  par  MM.  Poincaré  el  d'Ocaf;ne;  M.  Quiquel, 
présenté  par  MM.  Fouret  et  RalTv. 

Con  M«  (in  ic  a  lion  s  : 

^I.  d'Ocagne  :  Sur  une  machine  à  résoudre  les  éijuations, 
inventé-e  par  M.  Torrès. 

M.  Michel  adresse  la  Noie  suivante  : 

Courbe  d'ombre  sur  une  surface  particulière  du  quatrième  ordre. 

Considérons  aine  surface  S,  un  point  O  de  la  surface  et  la  nor- 
male ON  en  ce  point.  Si  Ton  imagine  toutes  les  sections  planes 
de  la  surface,  q«i  passent  en  O,  et  si  l'on  prend  en  ce  point  les 
centres  de  courliiirc  de  ces  sections,  le  lieu  des  points  ainsi  ob- 
tenus est  une  surface  i!  du  fjualrième  ordre. 

Celle  surface  2C  peut  être  engendrée  par  un  cercle  passant  en  O, 
ayant  son  centre  sur  ON,  dont  le  plan  tourne  autour  de  cette 
droite  et  dont  le  diamètre  d  varie  suivant  la  relation  d'Euler  : 

Ti  ~~  " iT7"'       "iTr" ' 

Hi  et  Kj  étiiiii  les  rayons  do  courbure  principaux  de  la  surface  S 
au  point  (J,  «t  'i  l'angle  du  plan  du  cercle  considéré  avec  l'un  des 
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plans  principaux  de  coiirbuic  (voir  Conijjtes  rendus  de  l'Asso- 
ciation française  pour  l\nancement  des  Sciences,  Congrès 
de  1893). 

J'ai  démontré  géométriqucnienl  {loc.  cil.)  ((uo  si  l'on  prend  le 
point  O  pour  pôle  de  transformation,  la  surface  inverse  de  S  est 
un  conoïde  de  Pliicker,  propriété  qui  constitue  une  extension  à 
l'espace  de  celle  qui  a  été  signalée  par  M.  Laisant  l'année  der- 
nière dans  le  Bulletin,  relativement  à  la  transformation  inverse  du 
cercle  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  plane,  par  rapport 
à  ce  point. 

La  présente  Note  a  pour  but  de  faire  seulement  quelques  re- 
marques au  sujet  de  la  détermination  de  la  ligne  d'ombre  de  la 
surface  ï  éclairée  par  un  point  lumineux  de  la  droite  ON. 

Soit  A  le  point  lumineux;  tout  j)lan  passant  par  ON  coupe  la 
surface  S  suivant  un  cercle,  et  l'on  obtient  deux  points  de  la  ligne 
d'ombre  en  menant  dans  ce  plan  à  ce  cercle  les  deux  tangentes 
issues  du  point  A. 

Si  l'on  amène,  par  rotation  autour  de  ON,  tous  ces  plans  en 
coïncidence  avec  l'un  des  plans  de  courbure  principaux  de  la 
surface  S,  les  sections,  déterminées  dans  S  par  chacun  d'eux,  se 
l'abattront  sur  ce  plan  suivant  des  cercles  passant  en  O  et  dont 
les  centres  sont  sur  ON. 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  A  à  cette 
série  de  cercles  est  une  slrophoïde  droite  dont  le  point  double  est 
en  O  et  le  sommet  en  A. 

On  voit,  par  conséquent,  que  la  courbe  d'ombre  est  V intersec- 
tion de  la  surface  S  et  d'une  surface  de  ré^^olution  engendrée 
par  une  stroplioïde  tournant  autour  de  ON. 

11  est  à  remarquer  que  la  strophoïde,  et  par  suite  la  surface  de 
révolution  qu'elle  engendre,  ne  dépendent  que  de  la  distance  OA; 
cette  surface  est  donc  la  même,  quelle  que  soit  la  surface  S  et  |)ar 
suite  la  surface  S.  On  en  conclut  que  : 

Le  lieu  des  courbes  d'ombre  déterminées  sur  toutes  les  sur- 
faces I,  passant  en  O  et  ayant  ON  pour  droite  double,  par  un 
point  A  lumineux  de  cette  droite,  est  une  surf  ace  de  révolution 
autour  de  ON,  dont  la  méridienne  est  une  strophoïde  droite. 

Je  me  propose  d'étudier  procliainemonl  la  courbe  d'ombre  dans 
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le  cas  le  plus  général;  je  tenais  à  faire  d'abord    ces  quelques  re- 
marques sur  un  cas  particulier. 


SÉANCE  DU   18  MARS   1896. 

PRKSIDEXCE   DE   M.    KCE.MGS. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Calcul  de  la  résistance  des  jluides  à  un  disque 
mince. 

M.  Fleur}'  :  Sur  un  développement  en  série. 
iM.  Carvallo  :  Sur  le  planimètre  de  Petersen. 

M.  GouRSAT  adresse  un  Mémoire  Sur  les  lignes  asympto- 
tiques. 

M.  Petuovitch  adresse  des  Remarques  algébriques  sur  les 
fonctions  définies  par  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre. 

M.  Cartan  adresse  un  Mémoire  intitulé  :  Le  principe  de  dua- 
lité et  certaines  intégrales  multiples  de  l'espace  tangentiel  et 
de  l'espace  réglé. 

MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UN  PROBLÈME  DE  DÉFORMATION; 
Par   M.    Paul  Adam. 

M.  Goursal  a  posé  et  résolu  (  '  )  le  problème  suivant  : 

Trouver  la  surface  la  plus  générale  (S)  susceptible  de  se 
déformer  de  façon  qu'une  série  de  sections  planes  dont  les 
plans  sont  parallèles  se  change  en  une  série  de  sections  planes 
dont  les  plans  soient  parallèles. 

Il  a  obtenu,  pour  les  équations  de  celle  surface, 

\  z=fix)i)  (a)-^T,  (a); 
(')  Arncriran  Journal  of  Matliemalirs.  VdI.  \I\ 
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/est  une  fonction  arbitraire  cl,  des  qiialre  fonctions  0,  0,,  /,,  y,i, 
deux  seulement  sont  arbitraires  (elles  sont  liées  par  deux  rela- 
tions). 

11  a  donné  un  mode  de  génération  élégant  de  celte  surface. 

Il  a  montré  enfin  que  les  surfaces  (S')  applicables  sur  la  sur- 
face (S)  de  manière  à  satisfaire  à  l'énoncé  du  problème  ont  comme 
équations 

(  X  =   f^i^nf'H.r)  dx, 
il)      ■  ' 

[   Z  =f{x)^  (rO  +  H  (rt); 

n  est  une  constante  arbitraire  et  les  quatre  fonctions  (-),(-),,  II,  H,, 
se  calculent  au  moyen  des  quatre  fonctions  0,  0,,  r,,  r,,. 

Sur  les  surfaces  (S)  et  (S'),  les  courbes  [x)  sont  les  courbes 
correspondantes  situées  dans  des  plans  parallèles. 

Ainsi  que  l'a  fait  remarquer  M.  Goursat,  ces  surfaces  sont  des 
sortes  de  moulures  dont  le  profil  variable  est  représenté  par  les 
courbes  (a),  lesquelles  sont  planes  et  dans  des  plans  parallèles  à 
l'axe  des  x. 

Il  est  facile  de  s'assurer,  au  moyen  du  travail  de  M.  Goursat, 
que  le  calcul  des  quatre  fonctions  0,  0,,  H,  H,  à  l'aide  des 
fonctions  0,  0(,  V],  'r^,  n'introduit  pas  de  constantes  arbitraires 
propres  à  faire  varier  la  forme  ou  la  grandeur  des  surfaces  (S'); 
ces  surfaces  dépendent  donc  au  fond  du  seul  paramètre  arbi- 
traire n  quand  (S)  est  donnée  :  c'est  dire  que  la  surface  (S)  se 
transforme  en  les  surfaces  (S')  par  une  déformation  continue,  au 
moins  au  point  de  vue  anal_ytique,  et  parfaitement  déterminée. 
Cette  remarque  était  nécessaire  pour  donner  de  la  précision  à  ce 
qui  va  suivre. 

La  déformation  subie  par  la  surface  (S)  pour  jiasser  aux  sur- 
faces (S')  présente  un  caractère  intéressant  (|u'il  est  facile  de 
mettre  en  évidence. 

C'est  l'objet  de  cette  Note. 

Pour  simplifier  le  langage,  disons  que  les  surfaces  (S')  sont 
associées  à  la  surface  (S),  et  appelons  profils  et  dirrclriccs  de 
ces  surfaces  les  courbes  [a)  cl  (.r). 

Etant  donnée  une  surface  (S)  et  ses  associées  (S'),  supposons 
que  l'on  conserve  les  fonctions  0,  0,,  /,,  r,,,  mais  qu'on  remplace 
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la  fonclion/(.r)  par  une  aulre/,(.r);  à  (S)  et  (S')  se  subsliuie- 
ronl  d'autres  surfaces  (S,)  et  (S',);  les  valeurs  .r  et  j:,  d^  l'ab- 
scisse X  satisfaisant  à  l'équation 

correspondent,  sur  (S)  et  (S)),  d'une  part,  et  sur  (S')  et  (S,), 
d'autre  part,  à  deux  directrices  égales  dont  la  seconde  (et  ce 
point  nous  sera  utile  plus  loin)  s'obtient  en  donnant  à  la  pre- 
mière une  certaine  translation  parallèle  à  l'axe  des  x\  en 
d'autres  termes,  les  nouvelles  surfaces  (S,)  et  (S,)  ont  des  direc- 
trices {x)  égales  respectivement  à  celles  des  premières  (S)  et  (S'), 
mais  distribuées  suivant  une  autre  loi,  c'est-à-dire  appuyées  sur 
d'autres  profils  [a)  (*).  Par  conséquent  : 

En  passant  de  la  surface  (S)  à  ses  associées  (S'),  les  direc- 
trices prennent  la  même  succession  de  formes  quand  on 
change  les  profils  de  la  surface  (S). 

Supposons  au  contraire  que,  la  fonction  f{x)  étant  conservée, 
ce  soient  les  fonctions  6,  Q,,  r, ,  y|,  qui  soient  remplacées  par 
d'autres;  on  aura  encore  de  nouvelles  surfaces  (S,)  et  (S',). 

Un  profil  quelconque  [a)  de  la  surface  (S)  a  comme  équations, 
en  le  transportant  parallèlement  au  plan  desy^, 

r=/(^)0,(«), 
z^f{x)i)  (a), 

et)  si  r\  est  l'ordonnée  de  ce  profil  dans  son  plan,  on  a 


de  sorte  que  le  profil  considéré  a  pour  équation  dans  son  plan 

r=fix)yf.{y\  ■+  0^. 

I^a  forme  de  celte  équation  montre,  en  raisonnant  comme  nous 
l'avons  fait  pour  les  directrices,  que  les  profils  des  surfaces  (S) et 
de  même  ceux  des  surfaces  (S')  sont  respectivement  égaux  aux 
profils  des  surfaces  (S,)  et  (S,),  mais  qu'ils  sont  distribués  sui- 


(')  Ce  fait  rc'siilic  aussi  Hii  niDdc  de  pf-ncralion    iTi(li(|m-   pat-  M.  ('.om^al  pruir 
la  «iirfacf  (S). 
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vanl  une  autre  loi,  c'est-à-dire  appuyés  sur  danires  directrices. 
Donc  : 

En  passant  de  la  surface  (S)  à  ses  associées  (S'),  les  profils 
prennent  la  même  succession  de  formes  quand  on  change  les 
directrices  de  la.  surface  (S). 

La  surface  (S)  peut  être  une  surlace  moulure  de  Alonge  ou  une 
surface  de  translation  à  génératrices  planes. 

Dans  le  cas  où  (S)  est  une  surface  moulure  de  Monge,  les  sur- 
faces (S')  sont  aussi  des  surfaces  moulures  de  .Mongc;  on  peut, 
en  conservant  le  profil  de  (S),  prendre  des  cercles  comme  direc- 
trices de  cette  surface  qui  est  ainsi  remplacée  par  une  surface  de 
révolution;  les  surfaces  (S')  deviennent  aussi  des  surfaces  de  révo- 
lution, et  l'on  a  les  théorèmes  ci-après  que  j'ai  énoncés  en  1891 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  : 

Pour  toutes  les  surfaces  moulures  de  Monge  ayant  le  même 
profil  qui  se  déforment  en  restant  des  moulures  de  Mongc,  le 
profil  passe  par  la  même  succession  de  formes  cjue  s  il  était  le 
méridien  d' une  surface  de  révolution  d'axe  perpendiculaire 
aux  plans  des  directrices  des  moulures  qui  se  déformât  en  res- 
tant de  révolution. 

Plus  particulièrement  : 

Le  méridien  d" une  surface  de  révolution  qui  se  déforme  en 
restant  de  révolution  pctsse  par  la  même  succession  de  formes 
quand  on  remplace  Vaxe  de  la  surface  par  un  autre  pa- 
rallèle au  premier  [et  situé  bien  entendu  dans  le  plat)  du 
méridien). 

Par  exemple,  dans  ces  conditions  : 

Le  méridien  d^ une  sphère  passe  par  la  même  succession  de 
formes  que  celui  d' un  tore. 

Dans  le  cas  où  (S)  est  une  surface  de  translation  à  génératrices 
planes,  les  surfaces  (S')  sont  aussi  de  translation  et  à  génératrices 
planes  (');  les  profds  et  directrices  de  ces  surfaces  sont  justement 


(')  It  Cbl   à   remarquer  que,  pour  les  su^l'acc^*  de  lt•au^^lalion  (S)  et  (S)  oblc- 
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leurs  deux  systèmes  de  génératrices  planes  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Si  une  surface  de  translation  à  génératrices  planes  se  clé- 
forme  en  gardant  sa  définition,  les  génératrices  de  l'un  quel- 
conque des  deux  systèmes  passent  par  la  même  série  de  formes 
quand  on  change  celles  de  Vautre  système. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  ce  théorème  s'applique  à  une 
surface  de  tianslation  quelconque  : 

Si  une  surface  de  translation  quelconque  se  déforme  en 
restant  surface  de  translation  avec  conservation  des  para- 
mètres des  deux  systèmes  de  courbes  génératrices,  les  géné- 
ratrices de  Vun  quelconque  de  ces  deux  systèmes  passent  par 
la  même  série  de  formes  quand  on  change  celles  de  Vautre 
système. 

En  effet,  les  coordonnées  de  la  surface  donnée  (S)  et  de  la  sur- 
face déformée  (S')  doivent  être  de  la  forme 

u  et  V  étant  les  paramètres  des  deux  systèmes  de  courbes  géné- 
ratrices. 

En  égalant  les  ds-  de  ces  deux  surfaces,  les  coefficients  des 
termes  en  du  dv  conduisent  à  l'équation 

§/'('")■■?'<«■)—  S^'"^''^"- 

Or  on  sait  qu'une  telle  équation  ne  peut  être  vérifiée  que  par 
des  relations  linéaires  entre  les  fonctions  U'  cl  f  {u)^  c'est-à-dire 
U  elf{u)  d'une  part,  et  entre  les  fonctions  V  et  »'(<-),  c'est-à-dire 
V  et  'f  (^")  d'autre  part  ;  les  fonctions  U  dépendent  donc  des  fonc- 
tions/(/t)  scides  et  les  fonctions  V  des  fonctions  '•^(c)  seules,  ce 
(pii  ('lait  évident  a  priori. 

(aAh  posé,  si  sur  la  surface  (S)  on  change  les  génératrices  (//) 
on  conservant  les  génératrices  (c),  ce  qui  revient  à  reni|)lacer  les 
fonctions  »((')   par  d'autres,   les  fonctions  V  seront  modifiées, 

nues  par  M.  Goiirsat,  les  plans  des  deux  faiiiillcs  de  ^('•ncralriccs  scinl  rectangu- 
laires. Ce  fait  devait  nccessaiienienl  se  produire  en  vertu  d'un  théorème  que  j'ai 
démontré  réremment  dans  ]>•  Hullclin  do  la  Société  inallirmalique  de  France 
f  iSf.")  »  :  Dc'nifiii'iiriiiion  d'un  tliéorème  sui-  la  surfaces  de  translation. 
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mais   non  les  fonctions  U;  par  suite  les  génératrices   (c)  de  la 
surface  (S')  resteront  bien  les  mêmes. 

On  peut  remarquer  que  ce  changement  des  génératrices  (u)  a 
pour  elTet  de  donne/aux  génératrices  (v)  des  translations  va- 
riables en  grandeur  et  en  direction  ;  tandis  que,  pour  les  sur- 
faces de  M.  Goursat,  le  changement  des  profils  [a)  donne  aux 
directrices  {x)^  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  des  translations 
variables  en  grandeur,  mais  de  direction  constante  {Vaxe 
des  x). 

On  peut  se  proposer  de  résoudre  le  problème  suivant  : 
Soit  une  surface  (S)  venant  coïncider,  dans  une  certaine  défor- 
mation, avec  une  série  de  surfaces  (S');  une  famille  de  courbes  au 
paramètre  v  étant  tracée  sur  (S),  supposons  qu'on  change  la  dis- 
tribution de  ces  courbes  dans  l'espace  en  conservant  leur  forme 
et  leur  grandeur,  et  qu'on  fasse  une  opération  analogue  pour  les 
courbes  correspondantes  tracées  sur  (S');  (S)  et  (S')  se  transfor- 
meront en  (S,)  et  (S',)  : 

Déterminer  la  surface  (S)  de  manière  que  (S')  s'appliq.{.te 
encore  sur  (S,)  avec  correspondance  des  courbes  (r). 

On  voit  que  la  surface  (S)  de  M.  Goursat  et  la  surface  de  trans- 
lation quelconque  répondent  à  cette  question  de  deux  manières 
différentes. 

Les  équations  de  ce  problème  sont  faciles  à  poser.  Les  surfaces 
(S)  et  (S')  de  coordonnées  x^y,  z]  x',y',  z'  étant  supposées  rap- 
portées aux  courbes  (<•)  et  à  une  seconde  famille  de  courbes  («), 
les  coordonnées  J"),jJ'i,  ^i;  x\,y\,z\  do  (S,)el(S',)  devront  avoir 
des  formes  telles  que 

/  T]  =  a  -I-  x.r  -+-  '^y  -+-  '; z-,  x\  —  a' -h  a'.r'-i-  3' _/'  -i-  ■;'  z'. 

O)       !yi  =  * +  3;,. r^- p,r -+-•;,:;,         y\  ^  b' -h  oi\T'^  ^\y -h ';\  z', 

{  zi  =  r  -h  ao.rn-  ^ij-h  72-,         -'1  =  ^'+  ^'.,.v'-h  ^'j  j''+  Y'2  -'' 

où  r/,  b,  c,  a,  [i,  v,.  .  .,  qui  ont  une  signification   évidente,  sont 
des  fonctions  de  r. 

En  exprimant  que  Ic's  surfaces  (S,)  et  (S',)  s'appliquent  Tune 
sur  l'autre,  les  coefficients  de  du-  sont  égaux  d'eux-mêmes  parce 
que  les  surfaces  (S)  et  (S')  sont  applicables  l'une  sur  l'autre; 
les  coefficients   de  dudv   cl  de  (A-  fournissent  doux  c(|ualions; 
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celles-ci,  jointes  aux  trois  équations  qui  traduisent  lapplicabililé 
de  (S)  sur  (S'),  donnent  cinq  équations  entre  les  six  fonctions  x, 
y,  z,  ûc',  y,  z' .  Mais,  comme  la  famille  de  courbes  (//)  tracée  sur 
(S)  reste  arbitraire,  on  peut,  sans  diminuer  la  généralité  du  pro- 
blème, imposer  une  condition  à  cette  famille,  par  exemple  d'être 
orthogonale  ou  conjuguée  à  la  famille  (r);  on  introduit  ainsi  une 
sixième  équation  entre  les  six  fonctions  x,  y,  z,  x' ,  y^  z' . 

La  surface  (S)  n'est  donc  pas  arbitraire;  sa  détermination  dé- 
pend d'ailleurs  du  nouveau  mode  de  distribution  adopté  pour  les 
courbes  (c)  tracées  sur  (S)  et  (S'),  c'est-à-dire  du  choix  des  fonc- 
tions rt,  ^,  c,  a,  [î,  y,  .... 

Imposons-nous,  par  exemple,  la  condition  que  cette  distribu- 
tion se  fasse  à  l'aide  de  translations  parallèles  à  une  même  droite 
que  nous  pourrons  prendre  pour  axe  des  x\  nous  savons  que  les 
surfaces  (S)  et  (S')  de  M.  Goursat  répondent  à  ce  cas  quant  à 
leurs  directrices;  il  est  facile  de  reconnaître  que  ce  sont  les  seules; 
on  doit  en  effet  avoir 

Xx  —  a  -Ir  X,  x\   =  rt'-f-  x', 

Zi  =  s,  z-\  =  :■'. 

En  égalant  les  ds-  de  ces  deux  surfaces,  on  obtient  les  deux 

équations 

ida  dx  da    dx' 

dv   Ou  d\-    Ou 

J    /  da\-  da  dx  /  da'\^  da'  Ox' 

la  première,  intégrée  par  rapport  à  //,  donne 

da  ,  da 

V  désignant  une  fonction  arbitraire  de  r. 

L'équation  (.")),  dérivée  jiar  lapporl  à  »•,  conduit,  en  tenant 
compte  de  la  seconde  des  équations  (  'j),  à 

,^.  d^a  ,  d^a         /da."-       /  da' \'-         ... 

<6)  ,.___,.,  ___(_^^^  ^^_j  _,^  =0. 

J..CS  équations  (5)  el  {f>).  fpii  ne  conlicnnenl  i|iie  les  rlrnx  »  (idt- 


-  :J3  - 

données  x  et  .r',  montrent  que  ces  deux  coordonnées  dépendent 
de  la  seule  variable  t  :  il  en  résulte  que.  dans  le  cas  que  nous 
considérons.  les  courbes  ( f  )  tracées  sur  (S)  et  (  S')  sont  dans  des 
plans  parallèles  aux  plans  des  j»  r,  ou  encore  que  ces  surfaces  sont 
justement  celles  qu'a  obtenues  M.  Goursal. 

Dans  le  cas  général,  exprimé  par  les  équations  (3),  la  nouvelle 
distribution  des  courbes  (i^  tracées  sur  (S)  et  (S')  se  fait  au 
moyen  de  translations  et  de  rotations  à  la  fois.  Les  surfaces  de 
M.  Goursat  donnent  un  exemple  de  ce  cas  par  leurs  profils. 

Mais  il  est  vraisemblable  quelles  ne  sont  pas  les  seules. 


SDR  LES  ÉQUATIONS  HOMOGÈNES; 
Par  M.   E.   Li>delof. 

Je  considère  l'équation  linéaire 

of              of                               df 
(n  \f=\^— -\.-^ ..—  \^_, : — =o. 

où  X, X,<^,  sont  des  fonctions  homogènes  du  même  degré  m. 

Celte  équation  admet  n  —  i  intégrales  distinctes  qui  sont  homo- 
gènes du  degré  zéro.  En  effet,  celte  condition  se  traduit  par  la 
formule 

(a)  A/=x.^-x.^-^.._x„_.-^=o. 

Or  on  trouve 

A(X/i  —  \.  A/.  =  im  —  \  X/. 

relation  qui  exprime  que  les  équations  {^i)  et  (2)  forment  un  sys- 
tème complet.  Elles  admettent  par  conséquent  n  —  i  intégrales 
communes  distinctes 

rl^-^l J-rj-l  >.       =WJ-I.    ...,J-„_|^ ="-•(•^1 ■Tn-'l^' 


qui  sont  précisément  les  intégrales  homogènes  du  degré  zéro  de 
l'équation  u  i. 

En   écrivant   (jue  les  équations  (1)  et  (2)  sont  vérifiées  pour 
/=  •^,.  et  en  portant  dans  la  première  des  identités  ainsi  obtenues 
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la  valeur  de  — ^^  fournie  par  la  seconde,  on  trouve 

Al .\«-hi  I  -—    —...-:-       .\,2  — A„+i   I  -— -    —  O 

\  .r„4-I  J  OXi  \  Tn+\  J  0X„ 

(f  =  1,  2,   .  .  ..  «  —   l). 

Faisons  ici  la  substitution 
En  posant 

Xi{Xi,  ....T„^.i)=.T'/,'^^\i{yi.  ...,j'„)  (/=  i,v>.,  ...,»  -f-i), 

0;l(j?,,  ...,.r„+,)  =  «^ylCj)-! y,i)  (/.-  =  1,2,  ....  n  — l), 

et  supprimant  le  facteur  Jc"l~^  ,  l'identité  précédente  deviendra 

\  (^1  —  )'i^/(+i)-r-  -^-----^l^"— j'«Y„+,)-^  =o 

I  (i  =  I.  ■>.,....«  —  I  ). 

Gela  posé,  j'établis  entre  i', ,  ...,  y„  les  n  —  i  relations  suivantes 

(4)  •i'i  =  Cl,         'b-^^d,  6„_,  =  C„_i, 

en  désignant  par  CC^, C/,_i    des  constantes  arbitraires.  Il 

s'ensuit  j)ar  dilTérentiatlon 

ô'hi  ,         d'il   -                  ,)-li  ,                   ^  .  , 

--rfK,-^^^^.-^...-^-^./r„  =  o         (,  =  ,,■>, „-,), 

et  en  rapprochant  ces  formules  aux  formules  (3),  on  en  conclut 

que  les  variables j',,  y„,  liées  j)ar  les  relations  ('j),  vérilienl 

les  équations  difTi'rentielles 

dy\  f/j-2  ffy,, 


OU  bien,  en  introduisant  une  variaMc  auxiliaire  /, 
(  !> )  ~dt   ~  ^ '  ~ •'  ' ^  "^  '         <  '  =  '^  '^- "  '• 


Les  relations  (\)  nous  doniicnl  ainsi  la  solution  i;(''n(;ralc  du 
système  (5),  el  nous  pouvons  |)a!'  suilr  ér)onccr  Ir  lliéorruif  siii- 
Aant  : 
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L'intégration  du  système  {h)  revient  à  la  recherche  des  inté- 
grales homogènes  du  degré  zéro  de  l'équation  (  i  ). 

Ce  résultat  est  la  généralisation  d'un  théorème  sur  les  équations 
dilTérentielles  à  deux  variables,  énoncé  par  M.  Darboux  ('). 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  je  considère  le  svstème 
des  équations  dilTérentielles 


(6) 


\  dt 


(/'  =  I,  2,   .  .  .,  «), 


qui  est  analogue  à  l'équation  de  Jacobi.   L'équation  (i)  devient 
dans  ce  cas 


O) 


(«/, 


'«-l-l.«-t-l  -^  «H-l 


àf 


o, 


en  sorte  qu'on  est  ramené  à  l'intégration  d'un  système  linéaire  à 
n  +  I  variables. 

Considérons  l'équation  en  A 

«11  —  A  «12  .  .  .  <ïi,„-(-i 

a.,i  «*2— ^^      •••  (ll,n+l 


(8) 


^'«-1-1,1  ffn-+-l,i 


"n+t,n-\-l  —  '' 


dont  nous  désignerons  les  racines  par  A,,  A^,  ...,  A«+i'  Dans  le  cas 
où  ces  racines  sont  distinctes,  on  pourra  déterminer  n  -+-  i  fonc- 
tions linéaires 

Ui  =  biiXi-Jr-  bi-ix-i-i-. .  .-f-  bi^fi+ix„-^i         (i=  i,  ■>.,  .  . .,  «  H-  i;, 

telles  qu'en  les  choisissant  pour  nouvelles  variables  l'équation  (-) 
prenne  la  forme 


■ .  .  .  -4-  A,j_i-i  «,i-t-i  ~ —  O, 


qui  s'intègre  immédiatement,  l'our  intégrales  homogènes  du  dc- 


(')  Mémoire  sur  les  équations  dij/érentielles  algébriques  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré,  Bulletin  des  Sciences  math,  et  astr.,  année  1878.  p.  70. 
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i^ré  zéro,  on  pourra  choisir  les  suivantes 


il-i 


et  rintégrale  générale  de  Téqualion  proposée  s'obtient,  par  suite, 
en  égalant  ces  expressions  à  des  constantes  arbitraires,  après  y 
avoir  rétabli  les  variables  primitives  à  la  place  des  u. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  oiî  les  racines  de  (8)  ne 
sont  pas  distinctes.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  n  =^  \, 
A,  =  Ao  =  A,  À;)  =  Ai  =  A5  =  u..  Alors  l'équation  ( 7 )  pourra  être 
réduite  à  la  forme 

dui        ^  âu-2  àu-i 

ôf  .  <)f 

-i-  (3i<3—  \LU;)-f^    -i-  (Yi<3-i-  0»iH-  ]J.ll:,  )  -^    =  O. 

les  u  désignant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  x.  Celte 
équation  admet  les  intégrales  suivantes 


C-2  =    — ->                93=    

ll\                     '               «3 

3 

-^l0g./3, 

o.=  ^-Ilog 

«3            -O 

0    U,.                    Po 
jji   «3                     aa- 

l0g2»3. 

D'autre  part  la  condition 

ôf  ùf  ,)f  df  0/ 

//,  -*^-  -+-  j/o  -^  -^  ».-,  -f-  -^  ii;-f-  -r-  it^  -/-  =  ^ 
oui  dit.,  ÛU3  <)u-t  y«5 

devient,  en  considérant  y  comme  fonction  des  cp, 

OL    df  .  Of         'à    Of        Y  -+-  093    ôf 

A   (^91  '    ô':,.i         \x  1)93  [J.         t>9i 

équation  d'où   l'on   tire  immédiatement   les  trois   intégrales  sui- 
vantes qui  seront  homogènes  du  degré  zéro  : 

A;ji      '^  '  "^  Ui  «3 

1  X  —  '^  '1  X  —  [J^   "2        1        "3 

•^3  =  pç.  —  Y93 93  =  P Y —  )  • 
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La  solution  générale  du  sjslème  proposé  nous  sera  donc  donnée 
par  les  éfjuations 

'^1  =  Cl,         'i/o  =  0-2,         'l'a  =  C31 
où  il  faudra  rétablir  les  variables  primitives. 


CALCUL  DE  LA  RÉSISTANCE  DES  FLUIDES  A  UN  DISQUE  MINCE; 
Par  M.  ToucHK. 

Nous  avons  établi  (  '  )  que,  dans  des  conditions  particulières  et 
déterminées,  la  courbe  orthogonale  aux  trajectoires  fluides  a  pour 

équation 

dx'  cosa'       ,  r  /ds,\- 

— 7  = ^ — ;  f^'^   \  *  ^  {  ~r  I      ' 

X  sinx  L  \ds/ 

x'  étant  l'abscisse  de  la  courbe  orthogonale,  a'  l'angle  d'inclinai- 

ds 
son  sur  l'axe  des  x  de  la  tangente  à  cette  courbe  et  ~  le  rapport 

à  l'élément  de  trajectoire  mil  ou  ds^  de  l'élément  decoui'be  ortho- 
gonale nr  ou  f/^i,  choisi  de  telle  sorte  que  l'on  ait  en  /•  la  même 
pression  qu'en  m.  Cette  équation  est  établie  dans  le  cas  particu- 
lier oiî  ds^  est  constamment  égal  à  ds\,  l'élément  de  courbe  or- 
thogonale nr'  ou  ds\  étant  de  longueur  telle  que  la  tangente  en  1' 
à  la  trajectoire  qui  passe  par  ce  point  soit  parallèle  à  la  tangente 
à  la  trajectoire  qui  passe  par  le  point  m. 

Examinons  le  cas  où  le  corps  est  immergé  dans  un  fluide  d'une 
très  grande  étendue  et  où  ce  corps  est  terminé  par  une  surface 
conique  de  dimension  très  grande.  Dans  ce  cas,  l'élément  mr'  ou 
mr  (puisque  mr'  n'est  autre  que  mr),  pour  lequel  les  tangentes 
en  m  et  en  /•  aux  trajectoires  qui  passent  par  ces  points  sont  pa- 
rallèles, fera  partie  d'une  droite  passant  par  le  sommet  O  du  cône, 
car  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que,  suivant  une  telle  droite,  les 
langentes  aux  trajectoires  ne  soient  pas  parallèles. 

Menons  par  le  point/»  une  parallèle  à  l'axe  des.r.  Nous  vovons 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie   des    Sciences,  l.  C.WI,  n°  3,  i5  juillet 
189.5,  p.  1Ô7,  Calcul  des  trajectoires  fluides. 
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n  r  ds  I 


Que  !1L  ou  ^  esl  la  langenle  d'un  angle,  somme  de  deux  autres, 
1        inr  as 

l'un  dont  la  tangente  est^,  et  l'autre  dont  la  tangente  est  ^,,    de 
telle  sorte  que  '-^  a  pour  valeur 

y    '^■^ 

dx'  y' 
dy   X 

Vu  lieu  du  cas  général  du  cône  de  grande  dimension,  prenons 
le  cas  particulier  du  disque  de  grande  dimension.  Nous  avons 
calculé,  pour  ce  cas,  la  courbe  orthogonale  aux  trajectoires,  en 
partant  du  disque,  c'est-à-dire  de  la  valeur  90°  pour  a',  en  faisant 
décroître  a'  de  dix  en  dix  minutes  jusqu'à  la  valeur  de  6i"3o' 
pour  a',  puis  de  cinq  en  cinq  minutes. 

Nous  avons  trouvé  que  la  courbe  orthogonale  difTère  d'abord 
peu  d'une  parabole,  qu'elle  s'en  éloigne  ensuite,  mais  en  conser- 
vant une  courbure  bien  régulière  et  qu'elle  devient  asjmptotiquc 
à  une  droite  partant  du  centre  O  du  disque  et  inclinée  sur  l'axe 
des  X  de  l'angle  de  56".  Il  suit  de  là  que  l'impulsion  du  disque  ne 
s'étend  pas  à  toute  la  masse  fluide,  car  cette  imj)ulsion  ne  peut  se 
transmettre  que  suivant  les  courbes  orthogonales  aux  trajectoires; 
il  reste  dans  l'intérieur  du  cône,  dont  l'arête  est  inclinée  de  3/{" 
sur  l'axe  des  y,  une  portion  de  cette  masse  qui  n'est  pas  inlluen- 
cée  parle  mouvement  du  disque,  et  suivant  cette  arête  il  doit  y 
avoir  une  inflexion  brusque  du  fluide. 

Si,  près  de  la  surface  du  disque,  nous  j)renons  deux  petites 
longueurs  égales,  l'une  sur  la  courbe  trajectoire,  l'autre  sur  la 
courbe  orthogonale,  la  projection  de  la  première  sur  l'axe  des  x 

ds 
étant  dx  et  celle  de  la  seconde  dx' ,  et  si  nous  remarquons  (|ue  —^ 

devient  nul  près  de  la  surface  du  disque,  ainsi  (pic  le  montre  la 
valeur  obtenue  plus  haut  pour  -^- .  l'équation  de  la  courbe  ortho- 
gonale nous  donne 

dx  ,  , 

— -    =  ~    ll'X  , 
X 
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Cette  dernière  é([iialloii  montre  que  la  section  dune  petite 
nappe  fluide  comprise  entre  le  disque  et  la  tangente  à  la  trajectoire 
inclinée  de  l'angle  ch!  sur  le  disque  doit  être  constante,  et  par 
suite  que  la  vitesse  doit  être  constante  le  long  du  disque. 

Cette  vitesse  constante  doit  être  celle  qui  existe  après  l'inflexion 
brusque,  c'est-à-dire  celle  qui  existe  avant  l'inflexion  brusque, 
multipliée  par  sin34",  car  le  produit  de  la  vitesse  par  la  surface 
de  section  doit  être  constant  pour  un  même  filet  fluide. 

La  pression  sur  l'unité  de  surface  du  disque  pour  une  vitesse 
du  disque  égale  à  i"  sera 


^(i  — sin234°), 


en  appelant  o  la  densité  divisée  par  la  valeur  g  de  la  pesanteur. 

Appliquons  cette  expression  au  cas  de  l'air. 

A  Paris,  à  60  mètres  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  à  la  tem- 
pérature zéro  et  à  la  pression  de  o^j-S,  la  densité  de  l'air  est  : 
1 ,  2g3i8-  ;  la  valeur  de  g  est  9'",  80896. 

On  trouve  alors  o''§,o453o6i  pour  la  pression  sur  l'unité  de 
surface  de  la  partie  antérieure  du  disque,  relative  à  la  vitesse  de 
I™  du  fluide  ambiant.  Cette  pression  correspond  à  un  disque  de 
très  grande  étendue;  mais  on  peut  la  considérer  comme  relative 
à  un  disque  de  grandeur  limitée,  sans  commettre  une  grande 
erreur. 

A  l'arrière  d'un  disque  mince,  on  a  une  poupe  fluide  formée  de 
tourbillons.  Au  contact  d'une  poupe  fluide  et  du  fluide  ambiant, 
le  fluide  est  entraîné  comme  l'est  le  bois  rifflé  par  le  fer  du  rabot, 
de  manière  à  former  un  tourbillon.  La  considération  de  ce  tour- 
billon détermine  la  dépression  qui  a  lieu  à  l'arrière,  laquelle, 
comme  nous  allons  le  voir,  est  indépendante  du  rayon  du  tour- 
billon. Les  tourbillons  de  la  poupe  fluide  se  déj)lacent  constam- 
ment par  rapport  au  disque,  sans  que  la  dépression  qu'ils  déter- 
minent change  sensiblement  de  valeur. 

Considérons  donc  un  tourbillon.  En  appelant  ds-  une  surface 
élémentaire  normale  au  rajon  du  tourbillon,  f/P  la  diflerentielle 
de  la  pression  comptée  suivant  ce  rayon,  ni  la  masse  du  volume 

XXIV.  4 
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fluide  ds^,  r  la  portion  du  tourbillon  comprise  entre  le  centre  elle 
point  considéré  et  ç  la  vitesse  avec  laquelle  le  fluide  se  meut  dans 
le  tourbillon  en  décrivant  la  circonférence  de  rajon  /■,  il  nous  vient 


ds'-d? 


Or,  m  a  pour  valeur  p  ds^  et  il  vient 


dP  =  pv^  ^, 


la  difi'érentielle  di-  étant  prise  de  longueur  égale  à  ds. 

Or,  Vf  étant  la  vitesse  à  l'extrémité  du  rayon  du  tourbillon  et 
/',  la  valeur  de  /•  correspondante,  on  a 


et  par  suite 


r 

V  =  i'i   — 


f/P  =  p  ^  /•  dr 


et  en  intégrant,  depuis  le  centre  du  tourbillon,  jusqu'à  l'extrémité 
du  rayon  /', , 

P-P,=  ^i'î, 

P  étant  la  pression  à  l'extérieur  du  tourbillon  et  P|  la  pression  au 
centre.  Remarquons  que  la  dépression  P  —  P,  qui  existe  à  l'ar- 
rière du  disque  est  indépendante  du  rayon  du  tourbillon. 

En  appliquant  au  cas  de  l'air,  nous  trouvons  pour  la  dépression 
o''^, 0206125  ;  cette  dépression  à  l'arrière  du  disque  s'ajoute  à  la 
pression  de  l'avant  pour  former  un  total  qui  représente  la  résis- 
tance. Elle  est  alors  égale  à  ©''6,0659186. 
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SUR  LES  LIGNES  ASYMPTOTIQUES; 
Par  M.  E.  Goursat. 

1.  Dans  un  éléi;ant  arllclc  |)uljlié  en  1888  clans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques  (p.  126),  M.  Lelieiivre  a  montré 
que  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  rapportée  à  ses 
lignes  asjmptotiques  a,  ^  sont  données  par  les  formules 


-J{ 


0,  — -  —  0.>  -  -  W/a  —     Oi  — ^-  —  0.,  —^     c/3, 


Bi,  Oo)  ^:j   étant   trois  intégrales  particulières  d'une  équation   li- 
néaire à  invariants  égaux  (') 

Il  est  facile  de  déduire  des  formules  de  M.  Lelieuvre  une  infi- 
nité de  surfaces  pour  lesquelles  on  connaît  les  expressions  des 
coordonnées  x^  y,  z  en  fonction  des  paramètres  a,  ^3  des  lignes 
asjmptotiques,  sans  aucun  signe  de  quadrature.  Il  suffit  pour  cela 
de  partir  d'une  équation  (2)  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  (2)  soit  de  rang  «  -h  i , 
de  telle  façon  que  l'intégrale  générale  ail  pour  expression 

(3)     0  =  AF(a)-^A,F'(a)  +  ...^.\„F""(a)^-B'î>(P)-f-...-^B„<ï'"«'(P), 

A,,  A.2,  .  .  . ,  A„,  B,,  B2,  .  .  .  ,V»„  étant  des  fonctions  déterminées 
de  a  et  de  |j,  F  et  <ï>  des  lonclions  arbitraires.  On  a  alors 

[  0,  =  A/,(a)  +  A,/',(a)  +  ...-^A„/'«'(aj-t-BQ,(?)  +  B,cp',(3)  +  ...  +  B„o',''(P), 

02-A/2(a)  +  A,/;(a)^...  +  A„/'/"(a)^B'-^,(3)-i-B,cp;(P)  +  ...  +  B„oV"(î3), 

(  03=  A/3(a)+A,/'3(a)-^...  +  A„/',"  (a)-^Bo3(?)-^B,o'3i?)^-...  +  B„tpV')(^). 

('  )    Voir  aussi  Dauboux,  Théorie  des  surfaces,  l.  IV,  p.  'y.\  et  suiv. 


les  fonctions/),  /o-  /:m  ^ii  'f-2-i  'fs  étant  toutes  arbitraires.  Cela 
posé,  je  dis  qu'on  peut  mettre  les  fonctions  arbitraires  sous  une 
forme  telle  que  toutes  les  quadratures  indiquées  par  les  for- 
mules (i)  puissent  être  effectuées.  C'est  ce  qui  se  déduit  aisément 
d'un  théorème  général  employé  par  M.  Darboux  pour  les  équa- 
tions à  invariants  égaux,  et  qui  est  d'un  usage  fréquent  dans 
l'étude  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  (').  Consi- 
dérons les  fonctionsys,  's>3  comme  données;  la  première  des  for- 
mules (i)  nous  donnera  pour  x 

X  =  fp  cloi 


fv  floL^  qd'^. 


où  P  et  Q  sont  des  expressions  de  la  forme 

P  =  a/2(a;  +  a,/Ua)-^.--+««+i/r*  <a)-H6ç>2(p)+.  .  .+i»„+,cp(«+»'(p), 

telles  que  P  t/a  -f-  Q  r/|j  soit  une  différentielle  exacte  pour  toutes 
les  formes  possibles  des  fonctions /o,  Oo.  En  intégrant  par  parties 
un  nombre  suffisant  de  fois,  on  peut  ne  laisser  que  /"o (a)  dans  le 
coefficient  de  cIt.  et  02{'^)  dans  le  coefficient  de  r/,3,  de  sorte  que 
X  s'écrira 

Q  et  ù'  ne  contenant  pas  les  fonctions  arbitraires,  T  ne  contenant 
que  '-52(1^)  et  ses  dérivées,  etT'  ne  contenant  queyo(a)  et  ses  dé- 
rivées. Enfin  "C,  s'exprime  linéairement  au  moyen  de/"2(a),  'fad^)  ^M 

de  leurs  dérivées.  Comme  l'expression  sous  le  signe  /  doit  être  um: 

différentielle  exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions/2(a),  ç;o(  [ÎJ), 

il   faudra   que   l'on   ail,  jxxir   toutes   les   formes   possibles  de  ces 

fonctions, 

,)ii  r/»r      OU'  dW 

Les  fonctions  M'  et  M"(l<>i\tiil  être   idenlicpioniciil    nulles;    si, 
par  exemple,   M'  n'élail    p;i>  nul,  ->^   contiendrait  au  moins  iinodé- 

(')   Théorie  des  surfaces,  I.  II,  n"  303. 
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rivée  de  '^^d^)?  et  ce  Lermc-là  ne  se  réduirait  pas  avec  un  aiilre. 
On  aura  donc  W  =  W  ^  o,  et  la  relation  précédente  se  réduit  à 

ce  qui  montre  que  ù  ne  dépend  que  de  a,  tandis  que  Q'ne  dépend 
que  de  |j.  Si  Q  est  nul,  on  a 


/ 


si  iJ  n'est  pas  nul,  il  suffira  de  poser  0/2(7.)  =  F!,  (a),  F2(a)  étant 
une  nouvelle  fonction  arbitraire,  pour  avoir 


On  aura  de  même 
si  Q'i=  o,  et 


A>/2(a)rfa  =  F,  (a). 


en  posant  0' cp.i  (  jS)  =  <^!, (  [i)  si  Q'  n'est  pas  nul.  On  obtiendra 
de  même  la  valeur  de  y  sans  aucun  signe  de  quadrature  en  rem- 
])laçant,  s'il  est  nécessaire,  les  fonctions  arbitraires/,  (a)  et  'ft(3) 
par  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires  F,  (a)  et  $,  (^). 

En  i-emplaçant  maintenant  B,  et  B^  P^r  leurs  valeurs  dans  l'inté- 
grale qui  donne  ;:,  on  a  une  expression  de  même  forme  cjne  les 
précédentes,  où  Ton  pourra  considérer  Fo(a)  et  ^^C^)  comme 
données,  F,  (a)  et  <I>,  (a)  comme  des  fonctions  arbitraires,  et  le 
même  procédé  permettra  de  se  débarrasser  du  signe  de  quadra- 
ture. 

Remarquons  que  la  même  méthode  permet  de  trouver,  sans  au- 
cun signe  de  quadrature,  les  formules  qui  résolvent  le  problème 
de  la  déformation  infiniment  petite  pour  la  surface  représentée 
parles  équations  (i),  lorsque  l'équalion  (j)  est  intégrable  par  la 
méthode  de  Laplace. 

^2.    i^orsquc  l'équalion  (^^)  se  ré(biil  A  ré(|ualion  éléuienlairo 

d-'O    _ 
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les  formules  (i)  deviennent 

(5)    )  7  =  ^,f,-f,o,  +J{Af\  -fif',)d:c-J{o,o\-o,<^',)dÇi, 

f     Z  =  0j\-M,  -^fi/lA  -flf\)d^  -/(?1?2  -  ?2?',  )^P, 

.f\^f'2if^  étant  des  fonctions  arbitraires  de  a,  et  cp,,  cpo,  ?3  des 
fonctions  arbitraires  de  ^.  Pour  faire  disparaître  les  quadratures, 
remarquons  que  l'on  a 

f{M\  -hf\  )  ^^  =  hh  -  ^Jf^f'i  d^- 

f(Af\  ~AA  )  d^  =  A  A  -  ^y/i/;  f/^. 
fi.  A  A.  -f^J\  )  ^^  =  -^//.Z  2  ^^^  -/./^  ; 

si  l'on  pose 

il  ne  reste  plus  qu'un  signe  de  quadrature  dans  l'intégrale 
rFi(a)    d  rF'.fg)]^^ 

que  l'on  peut  encore  écrire 
et  il  suffira  de  poser 

|)()iir  iTavoir  plus  aucune  (juadraliirc    11   restera  trois   fonctions 
arbitraires  /2{^),  l'sC^'-)»  -^((a).    On  opérera  de   la  même  façon 
pour  faire  dispai-ailrc  les  autres  (piadiiiluies. 
Prenons,  par  exemple. 
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on  trouve  pour  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  correspon- 
dante 

^  =  /'(a)  +  'f(;B), 

Toutes  ces  surfaces  satisfont  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

rt  —  *2-f-  I  =  o; 

les  lignes  asjmplotiques  de  chacun  des  systèmes  se  projettent 
sur  le  plan  des  xy  suivant  des  courbes  égales  qui  se  déduisent  de 
l'une  d'elles  par  une  translation. 

3.  On  peut  rattacher  aux  considérations  précédentes  la  solu- 
tion d'un  problème  relatif  aux  lignes  asjmptotiques  d'une  surface 
réglée,  dont  M.  Kœnigs  a  déjà  donné  une  solution  élégante  ('). 
Supposons  que  la  surface  représentée  par  les  foi^mules  (i)  soit  une 
surface  réglée,  et  que  les  courbes  a  =  const.  soient  précisément 
les  génératrices  de  cette  surface.  On  déduit  de  ces  formules 

_   r^£  _  _  0,  _  1-  _  _  El 

de  sorte  que  0|,  9o,  0.3  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs 
de  la  normale  à  la  surface.  Lorsque  le  point  (^,  j>',  ^)  décrit  une 
génératrice,  cette  normale  reste  parallèle  à  un  plan  fixe,  et  l'on  a 
entre  Q,,  Qo?  ^3  ""6  relation  de  la  forme 

(6)  AOi^  662  +  003  =  0, 

les  coefficients  A,  B,  C  ne  dépendant  que  de  la  variable  a.  Il  ré- 
sulte d'une  proposition  générale  que  j'ai  démontrée  récem- 
ment ('-)  que  l'équation  (2)  est  nécessairement  du  premier  ou  du 
second  rang.  Laissant  de  côté  le  cas  où  l'équation  (2)  est  du  pre- 
mier rang,  hypothèse  qui  ne  donne  que  des  surfaces  réglées  à 
plan  directeur,  je  considère  une  équation  du  second  rang  de   la 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CVI;  188S,  p.  ^l-^.'^. 
(')  Sur  les  équations  linéaires  et  la  méthode  de  Lu  place  {Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences,  séance  du  27  junvicr  189G). 
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forme  (2);  en  choisissant  convenablement  les  variables  a  et  [i, 
on  peut  supposer  que  cette  équation  a  été  ramenée  à  la  forme  ca- 
nonique 

d^b    _     —26 

^"^^  d^  ~  (a— P)2' 

dont  l'intégrale  générale  est 

Il  résulte  aussi  de  la  proposition  que  je  viens  de  rappeler  que 
6,,  82,  O3  s'obtiendront  en  prenant  la  fonction  arbitraire  C3(^)  =  o. 
On  aura  donc 

^J'      ^^        a—  3  ~-^'^    •^'  -        a—  3 -/îC*)'         ^3=    a_  a '  i^^>' 

/{-,/■>,  fi  étant  des  fonctions  arbitraires.  Les  formules  (i)  de- 
viennent, toutes  réductions  faites, 

(10)  )  y  =  2 /■■A-./kA  _^ y(/;/';  _/'^/;  )  rfa, 

on  reconnaît  immédiatement,  sur  ces  formules,  que  la  surface  est 
réglée  et  que  les  courbes  a  =  const.  sont  les  génératrices.  Pour 
faire  disparaître  les  quadratures,  remarquons  qu'on  a,  en  inté- 
grant par  parties, 

fif'ji  -An  )  à^  =  ^Afi  -/;./■;  -  -^J/J'i  d'x. 

J{f'J\  -fU\  )  drL  --^f\r,  -  2/,/;;  -I-  ■>.jfj'l  d^^ 
yS\f\  -f"J\  )  d^  =  ■>f\f\  -  f\f\  -  -^  //i./'î  ^»' 

et  tout  se  réduit  à  mettre  les  l'onclions  iiri)ilraircs  y,  (a),  y^f^)» 
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/a (a)  sons  une  forme  telle  que  les  trois  quadratures 

Jfif'ldoi,     jfjld^.     JAf'Ul:, 

puissent  être  effectuées.  On  y  arrive  comme  il  suit  :  écrivons 

F,  (a)  et  Fo(a)  étant  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires;  il  vient 
alors 

ou,  en  intégrant  encore  une  fois  par  parties, 

et  il  suffira  de  poser 

pour  n'avoir  plus  aucun  signe  de  quadrature.  Les  fonctions  arbi- 
traires qui  figurent  dans  les  nouvelles  formules  sont 

,?,(«),     F,(a),    /3(a). 

4.  Si  la  surface  (S)  est  du  second  degré,  l'équation  (a)  est  en- 
core du  rang  deux,  sauf  dans  le  cas  du  paraboloïde,  que  nous 
laisserons  de  côté,  et  les  trois  intégrales  particulières  9,,  82,  Oj 
doivent  vérifier  deux  relations  de  la  forme 


(II) 


A  (a)0,  +  B  (a)0.,  -+-  C  (a)03  =  o, 
A,(P)0,  +  B,(p)0.,+  C,(p)e3  =  o. 


L'équation  (2)  ayant  été  mise  sous  la  forme  normale 


(j^e  _    —-20 

Ù7.  ô'^  ~  (a—  b  )-' 
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on  obtiendra  trois  intégrales  f),.  Oo.  83  satisfaisant  à  des  relations 
de  la  forme  (i  1)  en  prenant,  dans  la  formule  qui  donne  l'intégrale 
générale, 

f.2ioi)  =  aiX- -h  iboOL -i- c^j         cp2(P)  =  o, 

/3(a)  =  «saî   H-  263a  -+-C3,  C53(^)   =  0, 

«I ,  «2,  <73.  .  .  . ,  C3  étant  des  constantes.  On  trouve  ainsi 

rti  a3  -+-  6|(a  —  P)  •+-  f, 


(lî) 


/    02=2 
1     03=-2 


a  — 

P 

rt. 

a3  + 

^'ofa 

-(- 

P)-+-c, 

a  — 

3 

rt. 

aS-^ 

bA^ 

+ 

P)-^^3 

? 


On  obtiendrait  les  mêmes  expressions  deO,,  Oo,  O3  en  prenant 

/l=0,  O,  =  — C<7i^2-H  261P  -^  C,), 

^"2=0,  Cp2  =  —  (««p-  -*-  262^  -+-  Co). 

/3=o,         Ç3  =  — («sP^H-aèsP -^  C3). 

Les   trois  intégrales  particulières  8),  60,  ^3   vérifient  donc  les 
deux  relations 


Oi,  <7,aî-- 9.61a  ^  c,,     a,a-i-6il 

02,  «2a"--+- 2622 -f-- Co,     ai7.-rbi  j   =  o, 

03,  «3^2-7- Sî^sa -+- C3,     a^-x-^b^  \ 


Oi,  ai  ^"--+- 261  p -4- C(,  rtiP-f-61 
O2,  «2p--i- a^îP -t- C2,  «2^-^62 
^3,  «3?-+ 2^*3^ -f-C3,     asP-f-èa 


on  en  conclut  aisément  que  le  plan  représenté  par  Tune  ou  l'autre 
de  ces  équations  reste  tangent  à  un  cône  du  second  degré,  comme 
cela  doit  être. 

Les  formules  (10)  deviennent,  en  négligeant  une  constante  que 
l'on  peut  toujours  ajouter  à  x,  _)',  :;, 


(0263  — 0362) ap -I ; (a-h  ^)-h  biCj  —  Cîbz 


ar  =  4 


•?. 


(i3) 


(^3^;,  —  aib3)7.^-h 


«3C1J— a,C3 


(a  -f-  fJ)  H-  bsCi  —  C36, 


(«,^2  —  «2^1  )ajJ 


a-;i 

fil  Ci  —  ((if,    ,  ,.  ,  , 

(  a  -\-  3  )  -t-  t»i  Ci  —  Cl  t>î 


—  .")!   — 

Les  formules  qui  définissent  une  surface  (S,)  correspondant  à 
la  surface  du  second  degré  par  orlhogonalilé  des  éléments  de- 
viennent de  même,  après  réduction, 

I        _  4(^?i|3+6i)F(a)— 4C«)a+6i)<l'(^)— 9.[a.,a3-H6i(a+i3)-4-c,irFYa)-«l>7p)] 
l  a-ft 

!,  ^•- ^T^r^^  "' 

F(a)  et  *I^(|^)  étant  deux  fonctions  arbitraires. 


SURFACES  RAPPORTÉES  A  UN  RÉSEAU  CONJUGUÉ  AZIMUTAL; 
Par  M.   L.  Raffy. 

1.  Nous  nous  proposons  d'étudier  ici  quelques  applications 
d'un  système  de  coordonnées  curvilignes  qui  peut  servir  dans  bien 
d'autres  cas  et  qui  dérive  d'une  proposition  due  à  M.  Kœnigs  : 
les  sections  faites  dans  une  sui-face  par  des  plans  contenant 
une  droite  fixe  et  les  courbes  de  contact  des  cônes  circonscrits 
qui  ont  leurs  sommets  sur  cette  droite  forment  un  réseau  con- 
jugué. Pour  rapporter  une  surface  aux  courbes  d'un  tel  réseau, 
qu'on  pourrait  appeler  réseau  conjugué  azimutal,  i!  suffit  de 
la  considérer  comme  l'enveloppe  des  cônes  circonscrits 

z  —  V  f  y 
=  cp  (  -  , 


(?'  -y 


(jui  ont  leur  sommet  sur  l'axe  O^.  Posons 


X  X 


la  surface  sera  définie  par  ces  deux  équations,  jointes  à  l'équation 
dérivée 


I 

u 

«p 

37  =  — 

—7  ' 

7  = T  ' 

z 

=  r  — 

?.^ 

?" 

?!' 
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On  a  donc,  en  résolvant  ce  système, 

(I) 

Les  coefficients  de  l'élément  linéaire  ont  jDar  suite  pour  expres- 
sions 

F  =  [(iH- if 2 H- çp2 ) cp;^ _  ( u -^ ^'f'„ ) oi ] oi, -y- ' , 

G  =  (l  -f-  Jf2  +  cs2  )  ,^';^2  o'-i . 

On  a  pareillement  pour  les  coefficients  de  la  seconde  forme  fon- 
damentale 

D  ^  —  -p,",a'f  î's'-p^-* ,         D'  =  o,         D"  =  o",",  o'~^  , 

en  sorte  que  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  (i)  ont  pour 
équation  dlfTérenlielle 

o",2  dit^ —  o'^^  di>^  =  o, 

ce  qui  permettrait  d'indiquer  nombre  de  surfaces  dont  on  déter- 
minerait les  lignes  asjmptotiques  par  des  quadratures. 

2.  Surfaces  de  JoacliimstJial. —  Nous  allons  très  simplement 
déterminer  toutes  les  surfaces  admettant  pour  lignes  de  cour- 
bure d'un  système  des  courbes  planes  dont  les  plans  passent 
par  une  droite  fixe.  En  effet,  cette  droite  étant  prise  pour  axe 
des  5,  les  lignes  de  courbure  du  second  système,  devant  former 
avec  les  premières  un  réseau  conjugué,  seront  les  courbes  de  con- 
tact des  cônes  circonscrits  qui  ont  leurs  sommets  sur  Oc-.  Pour 
avoir  les  surfaces  cherchées,  il  nous  suffira  donc  d'cxjirlmer  que 
le  système  conjugué  (m,  v)  est  orthogonal,  c'csl-à-dirc  d'égaler  F 
à  zéro.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'arrêter  à  la  solution  cp",,  =  o,  car,  d'a- 
près les  formules  (i),  la  surface  se  réduit  alors  à  une  courbe,  ses 
trois  coordonnées  ne  dé|)on(l;uii  (pie  de  la  seule  variable  //.  Soit 
donc 

u,',  7-*-   //2-4-   'iî' 

I^r>  (l<ii\  inonibics  de  celle  é(|M;ili()ii   l'hiiit   (le--  d    rivc-rs   bij^arilli- 
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iniques,  on  en  lire 


en  désignant  par  V  une  fonction  arbitraire  de  r.  Effectuons  main- 
tenant la  quadrature  indiquée  et  soit  U  une  fonction  arbitraire 
de  u  ;  nous  aurons 

gV-U  _  gU-V 

o  =  \/  i  -i-  u-  . 

•2 

Pour  abréger,  posons  suivant  l'usage 

=  Slico,  =  Chto, 

2  '2 

les  seconds  membres  étant  les  sinus  et  cosinus  hyperboliques 
de  (o.  Les  surfaces  de  Joachimsthal  seront  représentées  par  les 
formules 

—  I  —u  Sh(V— U) 


\"v/i-^«2Ch(V— U)  V'v/i-^"'Ch(V— U)  V'Ch(V— U) 

On  voit  que  les  lignes  de  courbure  du  second  système  (f  =  const.) 
sont  tracées  sur  des  sphères 


Si  l'on  pose  /■  =  y'x-  +  JK",  une  ligne  de  courbure   u  =  const. 
sera  définie  dans  son  plan  par  les  deux  équations 

(2)  ^--vChCV-U)^  ^  =  .-rSh(V-U), 

qui  représentent,  quand  ;/  varie  ainsi  (jiie  i\  tous  les  points  du 
plan  zOr.  Les  lignes  p  =  const.  constituent  Tensemble  des 
cercles  qui  ont  leur  centre  sur  O:; 

Les  lignes   u  =  const.  sont  leurs  trajectoires  orthogonales;  car  le 
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coefficienl  angulaire  de  Ja   normale  à  liin  des  cercles  considérés 
est 


—  Sh(Y-U) 

et  celui  de  la  tangente  à  la  courbe  ii  =  const.  est 

~  =  ^^ !^ =  —  Sh  (  \  —  U  ). 

r^  /V 

D'autre  part,  on  peut  considérer  U  comme  un  paramètre  va- 
riable; alors  u  devient  une  fonction  arbitraire  de  U;  d'où  la  géné- 
ration suivante  des  surfaces  de  Joachimslbal  : 

On  considère  une  famille  quelconque  de  cercles  ayant  leur 
centre  sur  0:-,  et  tracés  dans  le  plan  zOx,  ainsi  que  leurs  tra- 
jectoires orthogonales.  On  fait  tourner  chacune  de  ces  trajec- 
toires autour  de  O^,  cVun  angle  qui  narie,  diaprés  une  loi 
arbitrairement  choisie,  quand  on  passe  de  V une  à  l  autre  ;  le 
lieu  de  ces  dii  erses  courbes  ainsi  déplacées  est  la  surface  cher- 
chée. 

Un  raisonnement  géométrique  simple,  que  l'on  trouvera  dans  la 
Théorie  des  surfaces  de  TM.  Darboux  (t.  I,  pp.  i  ii^-i  i^),  conduit 
à  celte  génération.  Mais  nous  avons  de  plus  l'expression  analj- 
tique  explicite  et  sans  quadratures  des  coordonnées  de  la  sur- 
face. Remarquons  encore  que  les  formules  (a)  donnent  la  solution 
de  ce  problème  :  Trouver  dans  le  plan  les  trajectoires  ortho- 
gonales d' une  famille  quelconque  de  cercles  ayant  leurs  centres 
en  ligne  droite. 

3.  Déterniination  des  surfaces  qui  présentent  un  réseau 
conjugué  aziniutdl  à  invariants  égaux.  —  l^e  réseau  {Uiv) 
étant  conjugué,  on  sait  que  les  trois  coordonnées  x.  y,  z  des  sur- 
faces (i)  satisfont  à  une  (-«luation  de  la  forme 


(i)  =  B 1-  1{| 

Ou  0\'  Ou  Ov 
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Pour  trouver  B  et  B,,  écrivons 

Mais  en  verlu  de  la  relation  j-  =  ux,  on  a 

Substituons  ces  dérivées  dans  la  seconde  des   équations  (4)  en 
tenant  compte  de  la  première;  il  reste 

X 

Portons  cette  valeur  de  B  dans  l'équation  (3)  ;  nous  en  tirons 


Bi  = 


^x",v  — x',^x'^,    _     X    (  x'^V    _    ()logB 


Comme  la  première  équation  (  i  )  donne  :r  en  fonction  de  es  et  de  C3[, 
nous  aurons 

(5)  B=-^-l^Il^,  B.=  ^-i^. 

dv  ou 

On  voit  que  B  dépend   des  dérivées  secondes  et  B,  des  dérivées 
troisièmes  de  cp. 

Cherchons  à  déterminer  la  fonction  cp  de  manière  que  le  ré-, 
seau  (m,  c)  soit  un  réseau  à  invariants  égaux,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 

c)B       cm, 

C'est  là  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre. 

Pour   l'intégrer,   déterminons  B,   qui    satisfait  par  hjpothèse    à 

l'équation 

(6)'  ()B  ^(J^logB 

au  du  àv 

De  là  on  déduit,  en  désignant  par  V  une  fonction  arbitraire  de  r, 

„  _  b;     v" 

v"b;-bv" 

B»         ~     ' 
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Intégrons  et  représentons  par  U  une  fonction   arbitraire  de  w; 
il  viendra 

B=       "' 


U  — v 

Remplaçons  maintenant  B  par  son  expression  (5);  nous  aurons 


r^logcp;,    _         V" 


di^  v  -  u 

Par  deux  intégrations  successives,  qui  introduisent  deux  nou- 
velles fonctions  arbitraires,  Uo  etU,,  de  la  variable  u,  on  trouve 
finalement 

^  =  Uo(Up-V)-+-U,. 

Grâce  à  cette  détermination  de  o,  les  formules  (i)  deviennent 

_  I u _    Un(pV'  — V)^U, 

"^"UoCV'-U)'         ■^~Uo(V'-U)'         """         Uo(V'-U) 

Elles  représentent  toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  existe  un 
réseau  conjugué  azimutal  à  invariants  égaux.  L'équation  (3), 
que  vérifient  les  coordonnées  ^,  y,  z  de  ces  surfaces,  se  réduit  à 

^'     [(V'-U)0]  =  o, 


dudv 


comme  on  le  reconnaît  par  un  calcul  facile. 

Si,  dans  les  formules  que  nous  venons  d'obtenir,  ou  suppose 
U=  o,  l'élimination  de  u  et  v  peut  être  elTectuée  et  l'on  arrive  à 
une  équation  de  la  forme 


-^/œ-'[-<^)] 


où  l(;s   trois  svmboles /",    ¥  cl    M'  désignent  des   fondions  ai-bi- 
Iraircs.  Dans  ce  type  rcnlrenl  diverses  classes  d«'  surfaces  connues. 
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MÉMOIRES  ET  COMMLNICATIOAS. 


REMARQUES  ALGÉBRIQUES  SUR  LES  FONCTIONS  DÉFINIES 
PAR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  M.  Mir.HEi.  pETno\TTCH. 


1.  Les  remarques  qui  suivent  coacernenl  les  valeurs  réelles  de 
la  variable  indépendante  x,  pour  lesquelles  les  intégrales  d'une 
équation  différentielle  algébrique  de  premier  ordre  peut  prendre 
des  valeurs  fixes,  données  à  l'avance.  Dans  tout  ce  qui  suit,  je 
supposerai  cette  valeur  fixe  égale  à  zéro  ou  à  Tinfini;  on  y  ramène 
facilement  les  cas  où  il  n'en  est  pas  ainsi.  Ces  remarques  s'ap- 
pliquent également  aux  valeurs  réelles  de  .r,  qui  rendent  les  in- 
tégrales réelles  maximum  ou  minimum,  pour  leurs  points  d'in- 
flexion, leurs  directions  asjmptotiques,  etc. 

Dans  un  travail  antérieur  j'ai  donné,  sous  une  forme  simple  et 
pratique,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les 
zéros  ou  les  infinis  de  l'intégrale  ne  varient  pas  avec  la  constante 
d'intégration,  et  un  procédé  simple  pour  calculer  les  ordres  des 
zéros  et  des  infinis  mobiles.  Voici  les  résultats  principaux  trouvés 
à  cet  égard. 

Soit 

I  =1  .V 

1  =  1 

un  polynôme  eu  y  et  y' ^  où  les  ////  et  les  /?/  sont  des  entiers  posi- 
tifs et  les  c5,  {x)  des  fonctions  quelconques  de  x.  Formons  le  ta- 
bleau de  T.s  nombres  entiers  et  positifs 

M,  =  im  —  iii,         \,  —  «/, 

et  traçons  dans  le  plan  deux  axes  :  sur  l'un,  nous  compterons 
les  M/  et  sur  l'autre  les  N/,  et  marquons  les  s  points  (INI,,  IS,).  Par 
les  points  le  |)lus  rapprocbé  et  le  plus  éloigné  de  ON,  traçons 
une  ligne  polygonale  brisée,  dont  cbaque  sommet  serait  (M/.  N/), 
et  telle  cpi'niicun  |)oinl  (M,.\/)  ne  soit  au-dessus  d'elle. 
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Ceci  étant,  envisaj^eons  l'équation  didérentlelle 

(i)  F{x,y,y)  =  i>. 

1.  Pour  que  l'intégrale  générale  de  (i)  ail  des  zéros  mobiles 
d'ordre  À,  il  faut  et  il  suffit  que  la  ligne  polygonale  de  F  ait  un 
côté  de  coefficient  angulaire  À. 

II.  Pour  qu'elle  ait  des  infinis  mobiles  d'ordre  A,  il  faut  et  il 
suffît  que  le  polygone  ail  un  côté  de  coefficient  angulaire  —  "a. 

D'après  ces  théorèmes,  si  le  polvgone  de  F  n'a  pas  de  côté  à 
coefficient  angulaire  positif,  les  zéros  de  l'intégrale  ne  varient  pas 
avec  la  constante  d'intégration,  et  j'ai  montré,  d'ailleurs,  com- 
ment on  peut  les  calculer  tous  dans  ce  cas.  Mais,  s'il  y  a  de  tels 
côtés,  ces  zéros  varient  certainement  avec  la  constante  et  leur 
étude  est  alors  impossible  dans  le  cas  général,  ne  connaissant  ni 
la  façon  dont  la  constante  d'intégration  (par  exemple  la  valeur 
y  =J'o  pour  X  =  Xo)  entre  dans  l'expression  de  l'intégrale  géné- 
rale, ni  la  forme  de  cette  intégrale,  considérée  comme  fonction 
de  X.  C'est  dans  ce  cas  que  les  remarques  simples  qui  suivent 
peuvent  présenter  quelque  intérêt. 

2.  Supposons  que  le  polygone  de  F  n'ait  aucun  côté  à  coeffi- 
cient angulaire  compris  entre  o  et  i.  Désignons  par  Fi(x,  y,  y') 
l'ensemble  de  termes  dans  F  contenant  j-,  et  par  F^l'.r,  y')  l'en- 
semble de  termes  sans  y,  de  sorte  qu'on  ait 

F{x,y,y)  =  Fi(x,y,y)~-  F,(.i-,j'). 

Alors,  dans  tout  intervalle  réel  de  x  =^  a  jusqu'à  x  =  b, 
dans  lequel  la  courbe  ¥2{x,y')  =  o  (où  l'on  considère  x  et  y' 
comme  coordonnées  des  points  de  la  courbe)  na  aucune  branche 
réelle,  les  zéros  des  intégrales  réelles  sont  fixes  et  doivent 
rendre  infinie  au  moins  une  fonction  z>i[x). 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  remarquer  que,  le  polygone  de  F 
n'ajant  aucun  côté  à  coefficient  angulaire  compris  entre  o  et  i, 
l'intégrale  y  ne  peut  avoir  des  zéros  mobiles  dont  l'ordre  serait 
compris  entre  o  et  i,  et  que,  par  suite,  aucune  valeur  x  =  o., 
finie,  ne  coïncidant  avec  au  moins  un  infini  des  fonctions  C5,(j:) 
cl  annulant  j^,  ne  peut  rendre  infinie  la  dérivée  r'.  On  en  conclut 
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que  la  valeur  de  y'  pour  x  =  a  est  racine  de  réqualion 

Fo{  ^,  y  )  =  o. 

Et  comme,  lorsque  a  varie  de  a  jusqu'à  />,  les  racines  de  celte 
équation  sont  imaginaires,  la  j3roposition  est  démontrée. 

Ainsi,  par  exemple,  si,  la  condition  du  polygone  étant  remplie, 
l'équation  différentielle  étant  de  degré  pair  en  y'  et  mise  sous  la 
forme 

F  (  •^•,  .7,  y  )  =_2]  '^'  ^  •'■•  •^■'  ^•'■''''^'  =  "' 

J  =0 

tous  iesy/(x,  o)  ayant  les  indices  d'une  certaine  parité  sont  nuis, 
et  tous  les  autres,  de  parité  contraire,  différents  de  zéro  et  de 
même  signe  lorsque  x  varie  de  x  =^  a  jusqu'à  x  =  b^  chacun  des 
polynômes  en  y' 

r(.r,  o,yj,     F(a",  o,  —  j') 

ne  présentera  que  des  permanences  lorsque  x  varie  dans  l'inter- 
valle (rt,  b)\  pour  tout  zéro  x  =  y.  de  j^,  compris  dans  cet  inter- 
valle et  ne  coïncidant  avec  aucun  infini  fixe  d'une  des  fonctions 
fi{x,  o),  les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  donc  imaginaires, 
d'après  le  théorème  de  Descartes,  et,  par  suite,  les  zéros  de  7' 
dans  l'inlervalle  («,  0)  seront  fixes  el  connus  à  l'avance. 
De  même,  envisageons  l'équation 

P{x,y)y'--hQix,y)y-^  S(.r,  j')  =  o. 

et  soient  m,  n,  p  les  exposants  les  plus  petits  dey  dans  P,  Q,  S. 
Le  polygone  de  F  n'aura  aucun  côté  à  coefficient  angulaire  com- 
pris entre  o  et  i  si  la  condition /?^/i  ^ /«  est  rem|)lic.  INIoyennanl 
cette  condition,   dans    tout    intervalle  de  .r  =  r/   jusiprà    x  ~^  h, 

dans  lequel  la  fonction 

t 

est  conslaniMieiit  in''gali\e,  les  int(''grales  réelles  n<"  pniNcnl  ;i\(»ir 
(|ue  des  zéros  fixes,  coïncidant  avec  ;iu  moins  un  des  iMlinl>  des 
fondions  en  ./•,  (ii;uianl  <oimne  coclllcicnls  (l;iii>  I',  (),  S. 
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S.  Envisageons  mainlenanl  les  inU-grales  réelles,  un  i/o/ oies 
dans  un  intervalle  donné,  des  éqnalions  du  premier  ordre.  Ce  qui 
suit  s'appliqnerait  d'ailleurs  également  aux  intégrales  non  uni- 
formes dans  l'intervalle  considéré,  mais  n'ajant  pour  chaque  va- 
leur de  X,  comprise  dans  cet  intervalle,  qu'une  seule  valeur 
réelle. 

En  écrivani  l'équation  sous  la  forme 

on  peut,  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  le  polygone  de  l'équa- 
tion, faire  la  remarque  suivante  : 

Si  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  el  h  toutes  les 
fonctions  fi{x,  o)  non  nulles  et  dont  les  indices  sont  d^ une 
même  parité  ont  constamment  le  même  signe  et  f^.{x^  o)  ^  o, 
deux  zéros  consécutifs  d''  une  intégrale  particulière  quelconque, 
réelle  et  uniforme  dans  Vinter^xille  («,  b),  comprennent  au 
moins  un  pôle  de  la  même  intégrale;  toute  intégrale  réelle 
holomorphe  dans  cet  intervalle  ne  peut  s'annuler  plus  d'une 
fois  entre  a  et  h. 

Car  si  x  =  a  et  a:=|i  étaient  deux  zéros  consécutifs  de  y{x), 
comjiris  entre  a  et  b,  et  si  aucun  pùle  de  y  n'est  compris  dans 
l'intervalle  (a,  [i),  le  produit 

doit  être  négatif  ou  nul,  d'après  le  théorème  de  Rolle.  Or,  les 
conditions  précédentes  élant  remplies,  si  tous  les  fi{x,  o)  étaient 
de  même  signe  dans  rinlervalle  (r/,  /;),  les  premiers  membres  des 
équations  algébriques  en  y' 


.  |/u(^,o)y(a)(x  +  /,(a,o)y{a)!J-- 

(.^«(?,o)/(p)!^-t-/,(p,o)y([i)!^- 


ne  présenteraient  que  des  permanences,  et,  par  conséquent,  au- 
cune des  (juantités  )''(a)  ety'(|3)  ne  saurait  être  réelle  et  positive; 
si,  au  contraire,  les  _/',  (.r,  o),  correspondant  aux  indices  des  pa- 
rités dilTérenles,   sont   de   signes   différents,   les    équations   (•>.), 
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après  y  avoir  changé  y'  en  —  y' ,  ne  présenteraient  que  des  per- 
manences, et,  par  suite,  aucune  des  quantités  j''( a)  et  y'([3)  ne 
saurait  être  réelle  et  négative.  Donc  le  produit  j''(a)  7''(,â)  ne  sau- 
rait être  négatif,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

4.  Supposons  que,  les  conditions  du  paragraphe  précédent 
étant  remplies,  le  poljgone  de  F  n'ait  aucun  côté  à  coefficient  an- 
gulaire entier  négatif.  Alors,  d'après  le  théorème  énoncé  au  dé- 
but, les  pôles  de  toute  intégrale  particulière  uniforme  sont  fixes 
et  connus  à  l'avance  :  soient 


ces  pôles.  Dans  tout  intervalle  («-/,  h)  satisfaisant  aux  conditions 
du  n"  3  et  ne  comprenant  aucune  valeur  «/,  une  intégrale  uni- 
forme quelconque  ne  peut  avoir  plus  d'un  zéro,  d'où  le  résultat 
suivant  : 

Si  le  polygone  de  l'équation  F  =  o  n'«  aucun  côté  à  coeffi- 
cient angulaire  entier  négatif,  et  si  le  nombre  de  valeurs  a,, 
compris  dans  un  intervalle  {a,  b)  supposé  remplissant  les  con- 
ditions du  numéro  précédent,  est  k,  une  intégrale  réelle  uni- 
forme quelconciue  ne  peut  s  et nnu  1er  plus  de  k -\- \  fois  dans 
r intervalle  {a,  b). 

Appliquons  ces  considérations  à  l'équation  du  |)remicr  degi*'* 
dy        V(.T,y) 


(3) 


clx        *v!  (  ^)  JK  > 


où  P  et  Q  sont  deux  polynômes  en  x  el  y  de  degrés  respectifs  /;/ 
et  n.  Pour  que  le  poljgone  n'ait  aucun  côté  à  coefficient  angu- 
laire entier  négatif,  il  faut  et  il  suffit  que  m  ^  /?  -h  a.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  à  voir  que,  dans  ce  cas,  les  pôles  ai  de  y  sont  fixes 
et  l'on   peut  en  trouver  toutes  les  valeurs  possibles;  car,  si  l'on 

pose  y  ^^  - ,  I  équation  se  transforme  en 

d.r        qy(x,z) 

où  1',    cl  (  ),  sont    de>  poiynomt.'s  (mi  r,  \\v  conleniiiil  inicmie  |)iiis- 

sanec  de  r   en  fiieleiir.  Cunime  In  deiivfe    ,"  doil    icsler  (iiiie   pour 

n.r  ' 


-  63  — 
xzr^rii,  car  cr,  csl  un  zéro  d'un  ordre  entier  pour  z.  on  voil  que 

i"   Si  m  ^  n  +  ij  les  ai  sont  racines  de  P,  («/,  o)  =  o  ; 
2"  Si  m  <^  /«  -f-  2,  les  ai  sont  racines  de  Q,  (cii,  o)  ^  o. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  /??  >  n  -f-  2  ;  on  calcule- 
rait alors  toutes  les  valeurs  possibles  «/,  comme  on  vient  de  le 
voir.  On  peut  toujours  supposer  que  P(^,  o)  n'est  pas  identique- 
ment nul,  car,  s'il  en  était  ainsi,  tous  les  zéros  de  l'intégrale  géné- 
rale, sans  faire  aucune  hypothèse  sur  sa  nature,  seraient  fixes, 
faciles  à  calculer  et  il  n'en  serait  plus  question.  En  effet,  on  aurait 
alors 

OÙ  T  est  également  un  polynôme  en  x  et  j',  et  l'équation  (3), 
qu'on  peut  alors  écrire  sous  la  forme 

y  =  e''  y-'-J'i     , 

montre  que  tout  zéro  de  y  est  une  racine  de  Q(.2:^,  o)  :=  o. 

Supposons  donc  que  V(x,y)  ne  contient  pas  y  en  facteur.  Les 
zéros  simples  de  y  sont  alors  mobiles,  mais  les  zéros  multiples  bi 
sont  fixes  et  sont  racines  de  l'équation  P{x,  o)  =  o. 

Soit  (a,  b)  un  intervalle  réel,  ne  contenant  aucune  des  valeurs 
fixes  et  connues  a,  et  6,  et  tel  que  la  fraction  rationnelle  en  .v 

,,.  P(-r,o) 

garde  un  signe  invariable  lorsque  x  varie  de  a  jusqu'à  b.  Alors 
aucune  intégrale  réelle,  uniforme  dans  cet  intervalle,  ne  peut 
s^annuler  plus  d^ une  fois  entre  a  et  b.  Car  si  a  et  ^  étaient 
deux  zéros  consécutifs  dans  cet  intervalle,  comme  ils  ne  peuvent 
être  que  des  zéros  simples,  il  faudrait,  d'après  le  théorème  de 
Rolle,  que  le  produit 

,,    ,     ,   ,,^        P(a.o)P(3,o) 
■>-'->-'"^'=Q(.,o)Q(p.,)' 

soit  négatif,  ou  que  a  et  |j  comprennent  au  moins  un  pôle  de  j-, 
ce  qui  n'est  pas. 

Si    l'inlervallc   (a ,  b)    comprenait    A     \alours    (?/,     racines    de 
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P,  (j:,  o)  =  o  sans  comprendre  aucune  valeur  bi  et  sans  changer 
de  signe  entre  aexb^  l'intégrale  y  s'annulerait  au  plus  k  +  i  fois 
dans  cet  intervalle. 

Si  l'on  cherchait  la  limite  supérieure  du  nombre  de  zéros  com- 
pris dans  un  intervalle  quelconque  («,  h),  on  le  fractionnera  en 
sous-intervalles,  dans  lesquels  il  n'j  a  aucune  valeur  a/,  bi  et  dans 
lesquels  la  fraction  rationnelle  (4)  garde  un  signe  invariable.  Si 
À  est  le  nombre  de  tels  sous-intervalles,  le  nombre  de  zéros  sim- 
ples, compris  dans  l'intervalle  (r/,  6),  sei'a  au  plus  égal  à  )v,  et  en  y 
ajoutant  le  nombre  ix  de  zéros  multiples  i-,,  compris  entre  a  et  b, 
on  obtient  X  +  ijL  comme  limite  supérieure  du  nombre  total  des 
zéros  dey  dans  cet  intervalle. 

Ces  remarques  simples  s'appliquent  à  bien  d'autres  types  d'équa- 
tions et,  en  particulier,  toutes  les  fois  que  j'',  définie  par  l'équa- 
tion 

¥{x,o,y)  =  o, 

n'a  pour  chaque  valeur  de  .r,  comprise  entre  a  et  6,  qu'une  seule 
valeur  réelle.  Le  raisonnement  s'applique  également  lorsque  y'  a 
plusieurs  déterminations  réelles  pourjj'  =  o,  et  pour  des  valeurs 
de  X  variant  dans  l'intervalle  («,  6),  pourvu  que  toutes  ces  dé- 
terminations aient  le  même  signe  dans  cet  intervalle.  Il  est  facile 
d'énoncer,  pour  ces  équations,  des  conditions  suffisantes,  pour 
que  les  zéros  et  les  infinis  d'une  intégrale,  méromorphe  dans  un 
intervalle  donné,  se  séparent  mutuellement  à  la  façon  de  la  fonc- 
tion tangx,  etc. 

5.  Arrêtons-nous  maintenant  sur  l'équation  de  Ric(;ati  qui, 
par  sa  forme  spéciale  et  par  ses  relations  étroites  avec  les  équa- 
tions linéaires,  permet  une  étiulc  plus  détaillée  des  zéros  et  des 
infinis  réels  des  intégrales. 

Envisageons  l'équation 

(  '  )  y  +  '^\y-  +  'f  2i'  ^  ?.<  =  "> 

où  'i,,  'i^,  :23  sont  des  fonctions  «lonnées  de  x .,  uniformes  et  sans 
points  essentiels  dans  un  inl('r\;illc  drxiiié  de  .r  ^=  a  iiisf|u';'i  .r  ^^  b. 
Kn  y  posant 


1     "  '-^'f! 
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la  fonclion  //  esl  intégrale  de  l'équation 

(3)  -^^m(x)u  =  o, 

où 


T.(^)=Cp.Cp,-^(! 


En  même  temps,  la  dérivée  logarithmique  —  est  l'intégrale  gé- 
nérale de 

/  ,  .  d.    l  ii\        I  «'  \2 

dx  \  ?<  /        \  it  ! 
Posons 

(5)  7_(^)  =    2{cpiCp2—  ç'i), 

(6)  w{x)  —  u  -\-'/JyX)u, 

l'intégrale  j^  sera 

(   -  —       '       "t^  (  -y  )  ^ 

Marquons  sur  l'axe  réel  O^  les  zéros  réels  de  '^\^x^  et  les  pôles 
réels  de  cp,,  cp^,  93.  Dans  tout  intervalle  («,  Z>),  ne  contenant 
aucune  de  ces  valeurs,  la  fonction  u  restera  finie  et  l'intégrale  y 
de  (i)  jouira  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Supposons  d'abord  que,  dans  l'intervalle  considéré  («,  Z*), 
la  fonction  -mi^x^  soit  constamment  positive  et  la  fonction  '/(^) 
constamment  décroissante.  Alors,  d'après  la  formule  (4),  la  dérivée 

logarithmique  — est  constamment  décroissante  dans  cet  intervalle 

et  il  en  esl  de  même  du  rapport 

w(x)         Il 

a(x)        Il        ^^     ' 

Or,  pour  toute  valeur  de  x^  qui  annule  m,  ce  rapport  passe  du 
négatif  au  positif.  D'autre  part,  pour  toute  valeur  de  x  qui  annule 
w^  on  a  ii(^x')y^o  [car  autrement,  d'après  la  formule  (6),  on 
aurait  à  la  fois  11  =  o,  11'  =  o,  ce  qui  est  impossible  en  vertu  d'une 
propriété  connue  de  l'équation  (3),  la  fonction  ro(.r)  restant  holo- 

morphe  dans  l'intervalle  considéré],  et  comme  le  rapport  —  dé- 
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croît,  il  passe  du  positif  au  négatif  pour  celte  valeur  de  x\  puis, 
œ  continuant  à  croître,  il  décroît  indéfiniment  en  prenant  des 
valeurs  négatives  de  plus  en  plus  grandes,  jusqu'à  ce  que  u  de- 
vienne nulle.  Alors  il  devient  infini  et  change  de  signe  en  passant 
de  —  xà  +  oc.  Ensuite,  x  continuant  à  croître,  ce  rapport  recom- 
mence à  décroître,  en  prenant  des  valeurs  positives  de  plus  en 
plus  petites,  jusqu'à  ce  qu'il  s'annule,  etc. 

On  en  conclut  que  les  zéros  et  les  infinis  de  V intégrale  géné- 
rale y  de  V équation  (  i  ),  compris  dans  l'intervalle  («,  b),  se 
séparent  mutuellement,  de  sorte  que  cette  intégrale  s^ annule 
et  devient  infinie  alternativement  pour  des  valeurs  croissantes 
de  X. 

De  plus,  si  c5,(,r  )  est  constamment  positive  entre  a  et  h,  l'inté- 
grale oscille  entre  -f  ce  et  —  x,  en  décroissant  toujours  et  avec 
passage  brusque  de  — x  à  -f-x;  au  contraire,  si  '^\{x)  est  con- 
stamment négative,  l'intégrale  oscille  de  +  x  à  — x  en  croissant 
constamment  et  avec  passage  brusque  de  H-x  à  —  x. 

2"  Supposons  que,  dans  l'intervalle  («,  6),  la  fonction  r^[x) 
ne  soit  pas  constamment  positive  ou  que  y  [x)  ne  soit  pas  constam- 
ment décroissante.  Alors  le  rapport  —  peut  tantôt  croître,  tantôt 

décroître.  Désignons  par  ^,  et  ^o  deux,  infinis  consécutifs  de  l'in- 
tégrale jk^  c'est-à-dire  deux  zéros  consécutifs  de  «,  compris  entre 
a  et  6,  et  soit  s  une  quantité  positive  très  petite.  La  valeur  de 

sera  très  grande;  et  positive;  celle  de 


très  grande  el    négative.  Donc  le  i;q)|)()rl  -    s';iiiiuilc   un   nombre 

impair  de  fois  entre  \^  et  ^.,-  On  en  conclut  que  deux  infinis  con- 
sécutifs quelconques  de  r intégrale  y,  compris  dans  l'intervalle 
{a,  h),  comprennent  au  moins  un,  et  en  général  un  nombre 
impair  dr  zéros  de  cette  intégrale. 

I*ioj)osons-nous  maintenant  de  déterminer  le   nombre  de  <:cs 
/f'ro>  on  de  rcs  infinis  c(jm|)ris  dans  un   intervalle  donné  (".  /' > 
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Occupons-nous  d'abord  des  infinis.  Toul  infini  de  y  esl  soil 
un  zéro  de  c?,(x),  soit  un  pôle  de  es,,  'Jo,  03,  soit  un  zéro  de  //. 
Toutes  ces  valeurs,  sauf  les  zéros  de  m,  sont  fixes  et  connues  à 
l'avance;  les  seuls  infinis  mobiles  dey  sont  les  zéros  de  a,  et  nous 
allons  chercher  le  nombre  de  ces  infinis  mobiles  dans  rinlervalle 
donné. 

A  cet  efl'et,  commençons  par  rappeler  quelques  résultats  connus, 
relatifs  aux  équations  linéaires  du  second  ordre,  dus  à  Slurm,  en 
les  complétant  sur  plusieurs  points  et  en  les  appliquant  directe- 
ment à  l'équation  (i)  de  Riccati. 

Considérons  les  deux  équations 


d-  u 

d'-v 
dx- 


VJ{  j-  )u  =  (  » , 

y(x)i'  =  o, 


où  TTî  et  y  sont  deux  fonctions  holomorphes  dans  l'intervalle 
(«,  b).  Alors  : 

i"  Si,  dans  cet  intervalle,  on  a  constamment  y(x)^Tjs(jr),  deux 

zéros  consécutifs  de  a  comprennent  au  moins  un  zéro  de  ç. 

2"  Si  l'on  a 

v'(a)  ^  u'i  a)  ,     ^  ^ 

—, -■,  ii(a)i-(a)  -o, 

i>{a  )  "  u{a) 

et  si  dans  l'intervalle  («, />),  on  a  constamment  y  (^)  ^  ra(.r),  la 
fonction  v  s'annulera  au  moins  autant  de  fois  que  11  entre  les 
limites  a  et  b,  et  si  l'on  considère  par  ordre  de  grandeur,  à  partir 
de^  =  rt,  les  différentes  valeurs  de  x  qui  annulent  u  et  c,  les 
valeurs  de  x  qui  annulent  u  seront  respectivement  plus  grandes 
que  celles  de  même  rang  qui  annulent  <•. 

Ceci  étant,  partageons  l'intervalle  donné  en  sous-intervalles, 
dans  lesquels  xjs(x)  garde  un  signe  invariable,  cl  envisageons 
d'abord  un  tel  sous-intervalle  {a',  h')  où  Tn(j-)  est  constamment 
négative. 

Soit  —  M  la  plus  grande  valeur  que  t^[-'')  prend  entre  les  li- 
mites (r;',  h')  cl  envisageons  l'équalion 

d^  V       .. 
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dont  linlégrale  générale  est 


Soit  A  la  valeur  attribuée  à  r  pour  .r  ^  a  ;  la  valeur  f)(Vr)  ==  ;  ,- 
sera,  d'après  la  formule  (2). 

0(a)  =  aAcp,(a)  +  ci'i  (  ^/ )  — -^i  («  ) -^.i  «'/). 

et  l'on  peut  évidemment  choisir  les  constantes  d'intégration  C( 
et  C2,  de  sorte  que  les  conditions  de  Sturm  soient  remplies.  On 
en  conclut,  d'après  le  théorème  précédent,  que  u  ne  peut  s'annu- 
ler plus  d'une  fois  entre  a!  et  h' .  Par  conséquent,  y  ne  peut  avoir 
plus  d'un  infini  mobile  dans  cet  intervalle. 

Envisageons  maintenant  un  sous-inlervallc  (r/",  b")dans  lequel 
T^[x)  est  constamment  positive.  Dans  cet  intervalle,  la  fonction 
TÂ^i^x)  peut  s'annuler  une  ou  plusieurs  fois  et  avoir  un  ou  plusieurs 
jiôles;  partageons-le  : 

1"  En  intervalles  (a,  a')  dans  les(|ucls  la  fonction  ro(x)  reste 
holomorphe  ; 

:>."  Eu  intervalles  1res  petits  ([j,  ji')  dans  le  voisinage  d'un  pôle 
de  Ts(^x). 

I.  —   I  \Ti:i!v  ALI  i;s  (a,  a'). 

Soient  M  et  N  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  que  prend 
la  fonction  tjs[x)  dans  un  tel  intervalle  (en  supposant  N^o),  et 
considérons  les  deux  équations 

(8)  )  ^"^ 

doril  les  inlégrales  respectives  sont 

r  =  Cl  siii(.A'  \/M  -^  Cj), 
w  =  C;)  sin  (  .r  v/i\  -+•  C.,  ). 

'-.omme   on    peut   loujoui's  choisir    les   ronslanlr-,    (',.   (',,.    (l.,, 


w 


Ci,  de  sorle  (]U()!)  ait  à  la  fois 


v(a) 


iO(«j. 


''(a) 


ma). 


d'apivs  le  ihéorème  de  Stiinn,  u[x)  s'annulera  dans  l'ialervalle 
(a,  b)  au  moins  autant  de  fois  que  w  el  au  plus  autant  de  fois 
que  V. 

Il  s'ensuit  que  si  l'on  convient  de  représenter  par  E(ç)  le 
nombre  d'unités  entières  contenues  dans  ç,  le  nombre  des  zéros 
de  u(x),  et,  par  suite,  le  nombre  des  infinis  mobiles  de  V inté- 
grale y^  compris  dans  l'intervalle  (a,  a'),  sera 


au  moi/is  e 


.        r(a'-a)v/N'] 
,^a/  et  K 

au  plus  égal  a  L 


Le  nombre  des  infinis,  compris  dans  un  intervalle  (a,  a')  fini, 
est  donc  toujours  limité.  On  peut  toujours  les  séparer,  c'est- 
à-dire  partager  l'intervalle  (a,  a')  en  plusieurs  autres  tels  que,  dans 
aucun  d'eux,  )'  ne  pût  avoir  |)lus  d'un  infini.  Car  si 


r(a'-a)v/\r 


on   fractionnera    lintervalle    (a.  a)    en  n  -h  i    autres    intervalles 
(a/,  o(-/^.|)  tels  que  chacun  soit  plus  petit  que  --^  el  l'on  est  certain 

d'avoir  ainsi  les  infinis  de  y  séparés,  chacun  des  tels  sous-inter- 
valles ne  pouvant  comprendre  qu'un  infini  au  plus. 

Voici  maintenant  comment  on  peut  quelquefois  calculer  ces 
infinis  avec  une  approximation  suffisante,  lorsqu'on  se  donne  la 
valeur  y  =  A/  pour  une  extrémité  o' =  a,  de  l'intervalle  cité 
(xj,  a/^i),  qui  ne  comprend  plus  d'un  tel  infini. 

Soient  K,  et  Kj  deux  nombres  compris  entre  o  et  ::  et  tels 
que 

y/N 


(9) 


langk,  ::  — 
taiiglv.)  :!  — 


0(a,) 


—  70  — 
0(a/)  élaul  coniplt^lemenl  déterminée  par  la  formule 

M  et  N  étant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  m{x)  dans 
rintervalle  (a,,  a/4.,).  Les  deux  fonctions 

r  =  C  «III  [(:r  — a,)  /.\ï  —  K.,]. 
»r  =  C'sin[(^  —  a/)v/\  —  K,]. 

OÙ  C  et  C  sont  des  constantes  arbitraires,  satisfont  à  deux  équa- 
tions (8).  On  peut  évidemment  choisir  les  constantes  C  et  ("/',  de 
sorte  que  les  conditions 

^^(a/)  (r(3C/)£;o,  h(x,)  r(a/)i;o, 

soient  remplies,  et  l'on  s'assure  facilement  qu'en  vertu  des  inéga- 
lités (()),  les  conditions 

sont  aussi  remplies.  Toutes  les  quatre  conditions  du  théorème  de 
Sturm  seront  donc  remplies. 

Ceci  étant,  désignons  par  .r,,  x-,  et  ç  les  plus  petites  valeurs 
respectives  de  x,  immédiatement  supérieures  à  a,,  qui  annulent  w, 
r  et  //.  D'après  le  théorème  de  Sturm,  on  aura 


Mais,  comme  l'on  a 


J^2<^ 

<^.. 

Kl 

.7-2  — 

2,-^ 

K. 

7âî 

<2,- 

K, 

On  connaîtra  ainsi  deux  limites,  cuire  lesquelles  sera  compris 
l'infini  considéré  Ç  de  j'. 

Si  ces  deux  limites  ne  surpassent  pas  a,^.,,  0/1  sera  certain 
qu'il  existe  entre  elles  un  infini  de  y^  qui  est  d'ailleurs  le  seul 
infini  comj)ris  dans  l'intervalle  (a/,  a/^.,). 

Si  la  limite  inférieure  x-,  surpasse  a,.^.,,  on  sera  certain  </ue  y 
ne  devient  pas  in Jini  dans  r intervalle  (a/,  a,.^,  ). 


Le  seul  cas  où  l'on  ne  peut  rien  décider  est  celui  où  a,.^,  est 
compris  entre  x,  et  Xo.  Tout  ce  qu'on  saura,  dans  ce  cas,  c'est 
que  r  ne  peut   devenir  infinie  plus  d'une  fois  dans  l'intervalle 

La  détermination  des  limites  x^  et  x-,  dépend  de  la  détermina- 
lion  des  limites  sufiisamment  rapprochées,  entre  lesquelles  peu- 
vent varier  les  deux  nombres  K,  et  Ko,  tout  en  satisfaisant  aux 
conditions  (9).  Or,  étant  donnée  la  valeur  1=  A,  pour.r  =  a/,  la 
valeur  ^(y./)  sera  donnée  par  la  formule 

M  et  N  sont  aussi  connus,  et,  par  suite,  les  limites  entre  les- 
quelles doivent  varier  K(  et  Ko  seront  connues.  On  choisira,  dans 
ces  limites,  deux  valeurs  de  K,  et  Ko  telles  que  la  différence 

_    k,         K, 

soit  la  plus  petite  possible. 

On  obtiendra  de  nouvelles  limites  plus  rapprochées  de  ^  en 
appliquant  ces  mêmes  calculs  à  l'intervalle  (x-2,.r,)  qu'on  vient 
de  déterminer.  Mais,  pour  cela,  il  faudra  calculer  la  valeur  exacte 
ou  suffisamment  approchée  de  0(j"o),  ce  qu'on  peut  faire  de  la 
manière  suivante.  La  fonction 

(10)                        0(x)  =  •2'^i(.r  1  r-H  9'i  (•^*  —  'fiC-^)  9îi^) 
reste  holomorphe   pour  toute   valeur   de   x   comprise   entre    les 
limites  a/  et  a/- =,  puisque,  entre  ces  limites.  ^■  n'a  pas  d'in- 
finis. Par  conséquent,  on  aura 

k.,  \        „,     ,        0'(a,)    k.,         OVa,)  /  k, 

où  il  faut  remplacer  j'  par  A/ et  les  dérivées  ^'(*/),  ^'(^t/),  .  •  •  par 
leurs  valeurs  respectives,  qu'on  trouve  en  dillérentiant  la  foi'- 
mule  (10)  et  en  y  remplaçant  les  dérivées  successives  de  )' par 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  de  Riccati  donnée.  La  conver- 
gence de  la  série  (i  i)  est  assurée  à  l'avance. 

En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  pourr;i  approcher 
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les  limites  qui  comprennent  ^  et  calculer  celui-ci  a^  ec  une  approxi- 
mation suffisante. 

Envisageons  maintenant  l'intervalle  entier  (a,  a').  Supposons 
que,  X  variant  de  x  =  a  jusqu'à  a:  =  a',  la  fonction  ro(.2")  varie 
constamment  dans  un  même  sens  (en  croissant  ou  en  décroissant) 
et  étudions  la  variation  de  la  distance  de  deux  infinis  consécutifs 
dej^,  que  x  rencontrera  pendant  cette  variation. 

En  prenant  comme  limite  inférieure  a  de  Tintervalle  (a,  a')  un 
infini  a:  =  ^  de  j)',  on  peut  déterminer  les  constantes  d'intégration 
dans  les  formules 

w  =  C3  sin  \x  \/N  -r-  Ci), 
de  manière  qu'on  ait  à  la  fois 

on  aura  alors 

p  =  C,  sin[(a^  — ï)v/mJ, 

D'après  le  théorème  de  Sturm,  la  \aleur  du  zéro  ;'  de  u{^x^  qui 
suit  immédiatement  \  doit  être  plus  grande  que  la  première  va- 
leur au  delà  de  \  qui  annule  r  et  plus  petite  que  la  première  va- 
leur de  X  au  delà  de  ç  qui  annule  p,  d'où  résulte 

ou 


v/^(T) 


Y  désignant  une  certaine  valeur  comprise  entre  \  et  ^'.  On  aura 
de  même  pour  le  zéro  ^"  de  if{x),  immédiatement  supérieur  à  ^', 

y'  désignaiiL  luu;  (juantilé  comprise  cnlic  ç'  cl  ç",  etc. 
Distinguons  maintenant  les  deux  cas  suivants  : 

/*/('/ti(r/-  cas.  —    Supposons   ([iif    l;i    fouclinn   ^(x)  aille  cdu- 
^laniMKiil    (Il   <!(■(  r()i>sanl    (laii>   linh  rvallr  considéré   (a,  a').   On 
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aura  alors  dans  cel  intervalle 

"^(ï)>^(ï')>'^(ï")>--- 
el,  par  suite, 

Ceci  njontre  que  la  différence  de  deux  infinis  consécutifs 
de  y  augmente  de  plus  en  plus  lorsqu'on  va  de  "j.  jusqu'à  ni, 

mais  elle  ne  peut  pas  dépasser  la  quantité  ——• 

Si,  X  croissant  de  a  jusqu'à  l'infini,  la  fonction  Tn(^)  reste  con- 
stamment positive  et  tend  asjmptotiquement  vers  une  limite  p, 
l'intégrale  y  aura,  dans  l'intervalle  (a,  00),  une  infinité  d'infinis  et 
la  différence  de  deux  infinis  consécutifs   tend  asyniptotiquenient 

vers  la  limite— =•  Lorsqu'on  aura  calculé  quelques-uns  des  plus 

V? 
petits  infinis  \i  de  r.  la  formule 


donne  les  suivants  avec  assez  d'approximation. 

Si  la  limite  p  est  égale  à  zéro,  cette  différence  augmente  indé- 
finiment. Dans  ce  cas,  il  peut  encore  exister  dans  l'intervalle 
(a,  oc)  une  infinité  d'infinis  de  }',  mais  la  comparaison  avec  les 
fonctions  précédentes  v  et  w  ne  peut  plus  décider  s'il  en  est  ainsi 
ou  non.  Pour  le  décider,  on  peut  procéder  comme  ceci. 

D'abord,  5f  .r  =  ce  est  un  zéro  simple  dem(^x),  l'intégrale  y 
deviendra  infinie  une  infinité  de  fois  dans  Vntervalle  (a,  00), 
puisque  la  limite  inférieure  du  nombre  de  ces  infinis  est  égale  à 


n 

-     =:  ce,         pour 


limE  r(3--g)v/^(.r) 

Supposons  donc  que  a?  =  oo  soit  un  zéro  multiple  de  ^(.r). 
Alors  l'expression  xsjvsi^x)  tend,  pour  x=:o,  vers  une  limite 
finie  et  déterminée  X,  pouvant  d'ailleurs  être  égale  à  zéro.  Distin- 
guons les  trois  cas  suivants. 

1°  h<ir,.  — •  On  peut  dans  ce  cas  trouver  un  nombre  A,  suffi- 
samment grand,  mais  fini,  et  tel  que  pour  toute  valeur  de  x  plus 
xviv.  6 


grande  que  //,  on  ait 

X  s/rs {x)  <  2 
ou 

Si  l'on  envisage  alors  l'équalion  linéaire 
dP-v  T 

d'après  le  théorème  deStiirm,  lorsque  x  varie  de /i  jusqu'à  x,  une 
intégrale  v  quelconque  de  (12)  s'annulera  au  moins  autant  de  fois 
que  l'une  quelconque  des  intégrales  u  de  l'équation 

d-u  , 

(l3)  -y-^    -H  CT(a')«   =  O. 

Et  comme  l'intégrale  particulière  v  =  ^x  de  (12)  ne  s'annule 
point  pour  de  grandes  valeurs  de  .r,  il  en  est  de  même  de  u.  Le 
nombre  des  infinis  de  y  dans  V intervalle  (a,  ce)  est  alors  fini. 

Ceci  comprend,  comme  cas  particulier,  le  cas  où  À  =  o,  comme 
il  en  sera  toujours  lorsque  le  degré  de  multiplicité  du  zéroar  =  oo 
deTiî(a:)  surpasse  2. 

2"  A  >  4- — Alors  à  tout  intervalle,  à  partir  dune  valeur  finie 
:r  = /i,  on  peut  faire  correspondre  une  quantité  s  positive,  suffi- 
samment petite  et  telle  qu'on  ait  dans  cet  intervalle 


ou 


Si  l'on  envisage  alors  l'équalion 
(II) 


-; ! ^— —     V     =  O. 

na-  x- 


u  s'annulera  dans  un  intervalle  ([uelconquc  enire  li  et  oc,  au 
moins  autant  de  fois  qu'une  intégrale  fjuel<()nf|ue  V  de  (1'^).  Or, 
l'équation  (i  4)  admet  comme  intégrale  pari  iciiliri  c   la  fonction 

V  =  \Jx  CO%\\Jt~^T^  l<M:.r|, 


nui   s'annule  pour  une  infinité  de   valeurs  réelles  de  JC,  données 
par  la  formule 


grandissant  au  delà  de  toute  limite,  et  dont  le  nombre  dans  l'in- 
tervalle (/i,  ao)  est  infini,  quoique  la  difTérence 

(x„—xn-i  =  e^"p{e?-~e-p) 

augmente  indéfiniment  avec  ii.  Par  suite,  la  fonction  u{x)  s'an- 
nulei^a  un  nombre  infini  de  fois  dans  cet  intervalle.  L' intégrale 
y  aura  donc  une  infinité  d^ infinis  dans  V intervalle  (a,  oc). 

3"  A  =  T,.  Trois  cas  peuvent  se  présenter. 

Si,  pour  les  valeurs  de  x  croissantes  à  partir  d'une  valeur  h 
suffisamment  grande,  on  a  constamment 

on  se  trouve  dans  le  cas  r\ 

Si  à  tout  intervalle  (h',  h"),  compris  dans  l'intervalle  (/<,oo), 
on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  £  tel  que  a:  variant 
entre  les  limites  h'  et  h" ,  on  ait  constamment 


on  se  trouve  dans  le  cas  2". 

Si  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  circonstances  ne  se  présente,  on  ne 
peut  rien  décider. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  que  la  fonction  nî(.r)  aille  con- 
stamment en  croissant  dans  l'intervalle  (a,  a').  On  aura  alors 

în  (  y)<  T7T  (  y' )<  ra(  y"  )<  .  .  . 
et,  par  suite, 

5'_  ï  -->  £»_  £'->  £'".  _  {"•-> 

La  différence  de  deux  infinis  consécutifs  de  y  diminue  donc 
de  plus  en  plus  lorsqu'on  va  de  'x  jusqu'à  a',  mais  elle  ne  peut 

pas  devenir  plus  petite  que  -pr- 
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Si,  X  croissant  de  a  jusqu'à  l'infini,  la  Tonclion  ro(^')  reste  con- 
stamment positive,  et  tend  asjmptotiquement  vers,  une  limite  o, 
les  différences  de  deux  infinis  consécutifs  de  y,  diminuent  pro- 
gressivement, et  tendent  vers  la  limite  -p  et,  par  suite,  j'  devient 

V? 
infini  pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  x  compris  entre  a  etoo. 

Si,  en  particulier,  la  limite  p  est  infinie,  l'intégrale  y  devient 
infinie  pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  x,  croissant  indéfini- 
ment et  telles  que  la  différence  de  deux  de  ces  valeurs  consécu- 
tives finit  par  devenir  plus'  petite  que  toute  quantité  donnée. 


II.    —     IjSTEKVALLES    (  j3,  jî'). 

Envisageons  maintenant  un  intervalle  très  petit  (^,  (i')  au  voi- 
sinage d'un  pôle  de  m[x).  D'abord  si  x^  tendant  vers  le  pôle  x  =  c 
de  m[x)  par  des  valeurs  croissantes  ou  décroissantes,  à  partir 
d'une  valeur  x  =  a,  la  fonction  w(x)  reste  constamment  néga- 
tive dans  l'intervalle  (<7,  c)  ;  il  suit  de  ce  qui  précède  que  j^  ne 
peut  avoir,  dans  cet  intervalle,  plus  d'un  infini.  Supposons  donc 
que,  dans  l'intervalle  (a,  c),  la  fonction  vs^x)  reste  constamment 
positive.  En  prenant  comme  nouvelle  variable  indépendante  ^, 
définie  par  la  relation 

ar  =±  -  -h  c 

[le  signe  dr  devant  -  est  mis  pour  qu'à  de  grandes  valeurs  posi- 
tives de  ;;  puissent  correspondre  les  valeurs  de  x  1res  peu  diffé- 
rentes de  c  et  se  trouvant  de  l'un  ou  de  l'autre  côté  de  c,  suivant 
que  X  tend  vers  c  par  des  valeurs  croissantes  ou  décroissantes], 
l'équation  (i3)  se  transforme  en 


avec 


z)  =  m(±-_  -r-r^^ 


Distinguons  les  Irciis  cas  sui\anls  : 

i"   Lf/  luitriif  X  =^  c  csl  un  i>nlf  <lc  Tni.r)  <Piin    nnirc  siijté- 
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lieur  à  4-  Alors  pour  .r  =  c,  c'esl-à-dire  pour   c  =  x.   on  aura 

lim<1>(5)  =  lim[(:r  —  c)''t^{x)]  =  oo, 

el,  par  conséquent,  d'après  une  reniarrpie  précédenlc,  l'intégrale 
y^  considérée  comme  fonction  de  :;,  deviendra  infinie  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  z  très  grandes,  et  dont  la  difrércnce  finit 
par  devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Il  s'ensuit 
que  j-j  considérée  comme  fonction  dex,  aura  dans  V intervalle 
(a,  c)  une  infinité  d^ infinis,  s'approchant  indéfiniment  de  c, 
et  dont  la  différence  tend  vers  zéro. 

2"  La  valeur  x  =  c  est  un  pôle  d'un  ordre  égal  à  4  pour 
Tr5(j;).  La  limite  de  ^{^z)  pour  x  -^  c  est  alors  un  nombre  fini  A. 
En   considérant  u  comme  fonction  de  ^,  la   limite  inférieure  de 

ses  zéros  dans  l'intervalle  ( 1  z\  est 

\a  —  c       ] 

et  cette  limite  augmente  indéfiniment  lorsque  ;  tend  vers  ce.  Par 
conséquent  y^  considérée  comme  fonction  de  x.,  deviendra  in- 
finie pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  comprises  dans  r  inter- 
valle (a,  c)  et  s'approchant  indéfiniment  de  c. 

3"  La  valeur  x  =  c  est  un  pôle  de  rs(x)  d'un  ordre  infé- 
rieur à  4.  Alors  on  a 

lim  '^{z)  =0, 

pour  «  =  oc,  el  pour  décider  si  le  nombre  des  infinis  de  y,  dans 
le  voisinage  de  «  =  c,  est  limité  ou  non,  il  faut  appliquer  les 
théorèmes  précédents,  ce  qui  conduira  aux  résultats  suivants  : 
Désignons  par  A  la  limite  de  [x  —  c)^/nî(x)  pour  x  =  c.  Alors 
l'expression  zs^'<l>[z)  aura,  pour  ^  =  oc,  la  même  limite  À  et 

a.  Si  X  <i^  ;V,  l'intégrale  jK  «a  qu'un  nombre  limité  d'infinis 
dans  l'intervalle  (a,  c); 

b.  Si  )^  >>  ^,  y  devient  infinie  pour  une  infinité  de  valeurs  de.r. 
voisines  de  c  et  tendant  vers  c; 

c.  Si  X  =  T,,  on  aura  le  cas  {a)  ou  {!>)  suivant  que,  ,r  variant 
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de  a  jusqu'à  c,  on  ait  dans  le  voisinage  de  x  =  c  conslanimeiil 


OU 

(x  —  c)\/m{x)  >  -|. 

On  peut  ainsi  étudier  les  infinis  de  Tintégrale  y  dans  tout  in- 
tervalle dans  lequel  les  coefficients  '-p,(:c),  «2(^)5  ?3('^)j  figurant 
dans  l'équation  de  Riccali  donnée,  sont  fonctions  méromorphes 
d    X. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  occupé  des  infinis  de 
l'intégrale  y.  Mais  tout  ce  qui  précède  s'applique  aussi  à  l'étude 
des  zéros  de  y,  d'après  la  remarque  suivante  : 

Si  dans  l'équation  donnée 

(i5)  jk'+  '^i{^)y'-^  ^■i(^)y  -+-  ?3(^)  =  o, 

on  fait  y  =  -,  on  aura 

(16)  z'—'^3(X)Z^-—ff.2{x)Z  —  Oi{X)  =  0. 

Tout  zéro  de  y  est  un  infini  de  :;  et  réciproquement.  En  posant 


't2?3- 


'f  3      ^  203 

V  est  l'intégrale  de  l'équation 

(ry)  -^  +  y(.r)r  =  o, 

OÙ 

d   /o,  9,  -+-  ':>'.,  \        /  z.y  ».T  —  o\  \  ' 

(IX  \  2  ©3  /  \  9.  »3  / 

Tout  ce  qui  a  été  dit  pour  les  infinis  de  y  s'applique  aussi  bien 
aux  zéros  par  la  considérai  ion  de  l'écpialion  (17),  de  sorte  qu'on 
aura,  par  exemple,  une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure 
du  nombre  des  zéros  compris  dans  un  intervalle  donné;  on  pourra 
assigner  des  lirniles  entre  lesquelles  il  n'y  a  pas  phi>^  <run  /rvo, 
calculer  ces  zéros  par  approximation,  étudier  leur  nombre  et  dis- 
tribution dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  des  coefficients 
de  I  équation,  elr. 
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On  peut  aussi,  par  ce  qui  précède,  étudier  les  variations  des 
zéros  et  des  infinis  de  l'intégrale  y,  lorsque  les  coefficients  dans 
l'équation  contiennent  un  ou  plusieurs  paramètres  variables,  et 
lorsque  ces  paramètres  varient. 

Enfin  on  peut  toujours  étudier  la  façon  dont  l'intégrale  se  com- 
porte pour  ic  =  30.  A  cet  effet,  posons 

U 
y  =  — —  I 

l'équation  (i5)  se  transforme  en 

Ci8)  ^  +U2+Fi(a:)U -4-F2(:r)  =  o. 

OIJ 

F2(^)=    '■fl{x)^3{x). 

L'équation  (i8)  a  été  l'objet  d'une  étude  approfondie  de 
M.  Poincaré  au  point  de  vue  des  limites  vers  lesquelles  tend  l'in- 
tégrale U,  lorsque  a;  tend  vers  co  d'une  certaine  manière,  par 
exemple  par  des  valeurs  positives  croissantes.  Ainsi,  si  les  fonc- 
tions F,  (x)  et  Fo(j;)  tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées 
pour  .r  ^  00,  de  sorte  qu'on  ait 

limFi(3')  =  ai, 
limF2(a;)  =  a-2, 

on  aura  à  distinguer  les  deux  cas  suivants  : 

1°  Si  «^  —  4^2^05  l'intégrale  U  tend  vers  une  limite  finie  et 
déterminée  qui  est,  en  général,  égale  à  la  plus  petite  des  deux  va- 
leurs 

—  {{ai  —  \/a\  ~  .\a-i)> 

et  ne  pouvant  qu'exceptionnellement  cire  égale  à  la  plus  grande 
de  ces  valeurs. 

2"  Si  rt^  —  4^2=  "1  l'intégrale  U  tend  vers  la  limite ^• 

3°  Si  rt^  —  4^2<  o,  U  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée: 
toute  intégrale  oscille  alors  une  infinité  de  fois  entre  h-  o)  et  —  oc. 
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avec  passage  brusque  de  — oo  à  +ûc,  à  la  façon  de  la  fonction 
U  =  —  tang^. 

Ce  dernier  fait  se  déduit,  d'ailleurs,  facilement  de  ce  qui  pré- 
cède. Car  si  l'on  pose 

V  «r         2 

l'équation  (18)  se  transforme  en 

OÙ 

W{x)  =  ¥.{^)  -  {  F;  {x)  -  \  ?\{x). 

A  partir  d'une  valeur  x  =  /i,  positive  et  suffisamment  grande, 
la  fonction  W(x)  sera  finie  et  aura   un  signe  constant  qui   sera 

celui  delà  quantité  rto 7^-  Comme  a'-^  —  4('2<C  o,  on  peut  tou- 

jours  choisir  la  valeur  x  =  h  de  manière  que,  dans  Tintervallc  de 
^  =  /i  jusqu'à  X  =  cc,  la  plus  petite  valeur  de  ^*(.^)  soit  différenle 
de  zéro  et  positive.  Si  l'on  désigne  par  N  cette  valeur,  d'après  ce 
qui  précède,  la  fonction  U  deviendra  infinie  pour  un  nombre 
infini  de  valeurs  de  x  compris  dans  l'intervalle  (h,  ce)  et  dont  la 
différence  va  constamment  en  croissant  ou  en  décroissant  suivant 
que  la  fonction  ^r(-r)  est  décroissante  ou  croissante  pour  de 
grandes  valeurs  de  x.  De  plus,  la  différence  de  deux  infinis  consé- 
cutifs, dans  le  premier  cas,  augmente  de  j)Ius  en  plus,   mais  ne 

peut  pas  dépasser  la  quantité  -^;  dans  le  second  cas,  cette  diffé- 


rcnce  diminue  de  plus  en  plus,  mais  ne  peut  pas  devenir  plus 
petite  que  la  quantité  —J^-  En  même  temps,   puisque  la  dérivée 

logarithmique  y  -j-  pour  x--=Xt  —  t  (Xi  désignant  Tune  quel- 
conque des  valeurs  de  x  cpii  annulent  V,  et  £  un  nombre  positif 
infiniment  petit)  a  la  valeur  —  x,  et  pour  x  =  x^  -]-  s.  la  valeur 
-r  X,  la  fonction  U  oscille  entre  -hoc  et  — oc,  avec  passage 
brusque  de  —  ce  à  -h  x. 
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SUR  LA  REPRÉSENTATION  NOMOGRAPHIQUE  DES  ÉQUATIONS 
DU  SECOND  DEGRÉ  A  TROIS  VARIABLES; 

Par  M.  Maurice  d'Ocagjne. 

Soit  l'équation  du  second  degré  à  trois  variables  la  plus  géné- 
rale 

l  -t-  '2  63  ai  2.2  -+-  2  Cl  ai  -I-  2  0-2  22  -H  2C3  3£3  -+-  rf  =  O. 


(I) 


Je  vais  démontrer  que  la  condition  kécessaike  et  suffisante 
pour  que  cette  équation  soit  veprésentahle  par  un  abaque 
formé  clhin  système  de  cercles  et  de  deux  systèmes  de  droites 
parallèles  est  c^ue  C équation  (\),  oii  les  variables  a,,  ao,  «3 
sont  prises  pour  des  coordonnées  courantes,  définisse  une  sur- 
face coupée  par  V un  au  moins  des  plans  de  coordonnées  sui- 
vant une  ellipse,  d'ailleurs  réelle  ou  imaginaire. 

Supposons  que  nous  puissions  mettre  l'équation  (l)  sous  la 
forni  e 


(II) 


(Ajao-I-  k-îa^f--^  (Ih^î-^  A2a3)2 -+- 2(/j,  a, -t-  /.■,)(A-3a2 -+-  ^-223) 

-!-  2(  h\  «1  -+-  k\  )(  7/322+  h-iX-i)  -t-  p(rtiaf  -1-  2Cia,  -hd)  =  o, 


les  h  et  les  k  étant  des  coefficients  à  déterminer,  a  un  paramètre 
dont  nous  disposerons  arbitrairement. 
Nous  poserons  alors 

(j)  a7=  A-ja,-!- A-oas,  y  —  hiCC^-i- IUOC3,  (2) 

et  nous  n'aurons  qu'à  éliminer  d'abord  a^  et  7.3  entre  (II),  (i) 
et  (2),  puis,  respectivement,  a^  et  y.3  entre  (i)  et  (2)  pour  obtenir 
les  équations  des  trois  systèmes  d'isoplèthes  suivants  pour  l'équa- 
tion (II),  c'est-à-dire  j)our  (1), 

(a,)  .r^-i-y--h  ^{hiXi  -\- Ai)j:-hi(h\  Xy  -1- />',)/ -T-p(rti  27  -i-'iOiXi^d)  —  o, 
(22)  /1.2X  -  k.y  =^  {h-iki  —  Aj/'-i )2t-., 

( a.»)  /'3 T  —  k:ir  =  ( />3  k-,  —  f'-A^ ) 23. 
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Le  système  (ai)  est,  on  le  voit,  composé  de  cercles  ayant  leurs 
centres  en  ligne  droite  et  dont  l'enveloppe  est  une  conique.  Les 
systèmes  (ao)  et  (ol^)  sont  composés  de  droites  de  direction  con- 
stante dans  chacun  d'eux. 

L'équation  (1)  sera  donc  représentable  par  un  abaque  ainsi 
constitué  chaque  fois  qu'on  pourra  déterminer,  pour  les  coeffi- 
cients h  et  A,  des  valeurs  réelles  rendant  (II)  identique  à  (I). 

L'identification  de  ces  deux  équations  donne 

(3)  A| -t-      //|  =  pa,, 

(4)  /'i-H      /'i  =  ?«3, 

(5)  kok^-^-  }tohi=  obi, 

(6)  hi  k.2-T-  h\  h2=  pbz, 
il)  hik-i-h  h\h3  =  pby, 

(8)  Al  Â-j-^  k'i  //3  =  pc.2, 

(9)  kik.,^  k\/i.2=  pc-i. 

Les  trois  premières  de  ces  équations  ne  contiennent  que  les 
quatre  inconnues  /io,  A;.,  /«s,  A^.  Nous  allons  voir  si  nous  pouvons 
disposer  de  l'une  de  ces  inconnues,  de  façon  que  ces  équations 
nous  donnent  des  valeurs  réelles  pour  les  trois  autres.  Une  fois 
que  nous  aurons  obtenu  ces  quatre  coefficients,  les  équations  (6) 
et  (7)  nous  donneront  linéairement  h,  et  //, ,  et  les  équations  (8) 
et  (9),  A-,  et  A',. 

Tout  revient  donc  à  résoudre  le  système  des  équations  (3), 
(4)  et  (5),  en  se  donnant  arbitrairement  l'une  des  inconnues,  A3 
par  exemple. 

L'équation  (3)  donne  d'abord 

/t3=  y/poî  —  kl- 
Cela  exige  que 

p«2 —  ^3  "  •  o, 

inégalil('  à  la([iiclle  on  peut  toujours  satisfaire*  |)Mis(|uc  la  \aleur 
de  p  est  choisie  arbitrairement.  On  voit  (pic  0  devra  nécessaire- 
ment avoir  le  même  signe  que  r/^. 

Kliniinant  maintenant /<a  entre  (/()  et  (')),  on  olilienl,eii  leiianl 
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compte  de  (3),  l'équation 

«2^2  —  ibikiA-i  -^  pi  b'j  —  ciocis}  —a.ikl  =  o. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (jue  cette  équation 
ait  des  racines  réelles  est 

b]/^l  —  a.2[p(b'\  —  «2 «3)  -^  «3^i]  >  o 
ou 

(  AJ  —  «2?  )(  b'\  rt2«3)>  O- 

Or,  nous  venons  de  voir  que  le  j)remier  de  ces  deux  facteurs 
doit  nécessairement  être  négatif.  11  faut  donc  que  le  second  le 
soit  aussi,  c'est-à-dire  que 

b'I  «2^3  <  O) 

ce  qui  exprime  que  la  surface  définie  par  l'équation  (1)  est  coupée 
par  le  plan  a,  =  o  suivant  une  courbe  du  genre  elliptique. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  pro- 
blème ait  une  solution  réelle.  Mais,  si  elle  est  remplie,  on  voit  que 
l'on  peut  donner  à  A3  une  valeur  quelconque.  INoiis  prendrons 

A3  =  o. 

Dès  lors  les  équations  (3)  à  (9)  donnent  successivement 

hj—  \/pa.2, 

'" = \/i  •"' 

A  2  =  l/-^(«2«3—  b\}, 
h'i  —  {/  —  bi, 
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Porlanl  les  valeurs  de  ces  coefficienls  dans  les  équations  des 
isoplèlhes  (a,),  (ao)  et  (aj),  on  obtient 

i  a-2-f-jK^-f-2t /  P j^d{a-2bi-bibs)a,-ha.2C3  —  biCi)\x 

f  -f-2t/-^  (6321-4-  C2)j'-t-  p(rtiaf  -h2c,a,  -I-  C?)  =  O, 

(«2)  ^la;  —  v/a2«3— ^ÎJ' =  — /p«2(«2«3— ^fTaa, 


(«3)  ^^^p(a.a3-6!)^^ 

A  litre  de  vérification,  prenons  l'équation 


Nous  avons  ici 


of       M  _^  ^  _    _ 

«2  ^2       '      c- 


^'=i'  "^^6V  ^'=ii' 


^1=  ^2=  63=  Cl  =  C2=  C3=  o,  d  —  — 

Prenons,  en  outre,  p  =  a-. 

Les  équations  des  isoplèthes  deviennent  alors 


(ai) 

x^ 

-f-jK^+a?  —  a2=o, 

{«2) 

a 

(«3) 

a 

a:  =  -  aj. 
c 

u 

véri 

ificalion 

est 

immédiate. 

NOTE  SUR  LES  GROUPES  DE  SUBSTITUTIONS; 
Par  M.   Ed.   Maillet. 

Nous  nous  proposons  de  donner  ici  : 

i"  Quelques  indications  sur  les  sous-groupes  transitifs  des  iso- 
morphes holoédriques  des  groupes  symétriques  ou  alternés^ 

2"  Une  relation  entre  le  degré,  la  classe  et  Tordre  de  certains 
groupes  primitifs; 

3"  Quelques  propriétés  des  groupes  transitifs  de  classe  ef, 
e  et/étaiJt  premiers  et  impairs. 

I. 

Soit  D  un  groupe  de  substitutions,  dérivé  de  deux  de  ses  sous- 
groiipes  A  et  B,  tous  deux  <  D  :  supposons  A  et  B  échan- 
geables (').  Si  cl^  a  et  r/',  b  et  b'  désignent  des  substitutions  de 
D,  A,  B  respectivement,  on  aura,  quel  que  soit  rf,  pour  des  valeurs 
de  rt,  rt',  ft,  b'  convenablement  choisies  :  d=^ab=b'a'.  On 
peut  donc  écrire  D=AxB  =  BxA,  et  dire  que  D  est  le  pro- 
duit de  A  par  B;  D  sera  dit  décomposable. 

Si  A  ne  contient  aucun  sous-groupe  permutable  aux  substi- 
tutions de  D  (autrement  dit  aucun  sous-groupe  invariant  de  D), 
on  sait  (-)  que  D  possède  un  isomorphe  holoédrique  transitif  D'; 

de  degré  —  =  -^■,  où  (À),  -U,  itl)  sont  les  ordres  de  D,  x\,  B,   et  »L" 

celui  du  groupe  E  des  substitutions  communes  à  A  et  B,  le  groupe 
A',  qui  correspond  à  A  dans  D',  étant  Ibrmé  des  substitutions 
de  D'  laissant    une  même  lettre  de  D'immobile;   le    groupe  B', 

correspondant  à  B,  est  transitif,  puisqu'il  est  de  degré  -^  • 

Réciproquement,  si  un  isomorphe  holoédrique  transitif  D'  de 
D  contient  un  sous-groupe  transitif  B'  (de  même  degré  que  D' 
bien  entendu),  avec  B'<^D',  et  si  A' est  le  sous-groupe  des  substi- 


(')  Seruet,  Algèbre  supérieure,  l.  II,  [>.  a83. 

(')  W.  Dyck,  Math.  Annafe/i,  t.  WIl,  et  noire  Tlièsc  de  Doctorat,  p.  i: 
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lutions  de  D'  qui  laissent  une  même  lettre  de  D' immobile,  on 
aura  D'=  A'  X  B',  ce  qui  entraîne  D  =  A  x  B,  A  et  B  étant  les 
sous-groupes  de  D  correspondant  à  A'  et  B'.  On  peut  donc  dire  : 

Le  problème  de  la  recherche  des  sous-groupes  transitifs  des 
isomorphes  holoédricjues  et  transitifs  d' un  groupe  donné,  est 
compris  dans  celui  de  la  recherche  des  décompositions  de  ce 
groupe  en  un  produit  de  deux  sous-groupes.  Il  lui  est  équiva- 
lent cjuand  le  groupe  donné  est  simple. 

Quand  D  est  un  groupe  symétrique  ou  alterné  de  n  éléments 
(n;>4)»  les  deux  problèmes  seront  équivalents  à  condition  d'ex- 
clure le  cas  où  A  ou  B  serait  le  groupe  alterné  de  n  éléments, 
lorsque  D  est  symétrique;  c'est  ce  que  nous  supposerons  dans  la 
suite. 

Ceci  posé,  considérons  les  isomorphes  lioloédriques  et  transi- 
tifs des  groupes  symétriques  ou  alternés  de  n  éléments  [n  >  4)» 
et  conservons  les  notations  que  nous  avons  adoptées  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  (  '  ). 

S  désignant  le  groupe  symétrique  ou  alterné  de  n  éléments, 
G  un  isomorphe  holoédrique  et  transitif  de  S,  nous  avons  montré 
que  G  ne  peut  contenir  de  substitution  circulaire  pour  n  >  6,  si 
S  est  symétrique,  et  pour  n  >  8  si  S  est  alterné.  Lue  démons- 
tration à  peu  près  identique  suffira  pour  établir  cette  propriété  : 

TnÉoiiicME.  —  Un  isomorphe  holoédrique  et  transitif  G  d'un 
groupe  symétrique  ou  alterné  S  de  n  éléments  ne  peut  con- 
tenir aucun  groupe  régulier  {'-)  formé  de  substitutions  échan- 
geables, et  de  degré  égal  ou  inférieur  à  celui  de  G,  sauf  pour 
71^6  si  S  est  symétrique,  ou  pour  n^S  si  S  est  alterné. 

On  s'appuie   encore   sur  ce  qu'un  sous-groupe  de  S  formé  de 

substitutions  échangeables  est  d'ordre  ^e",  et  sur  ce  ItMiime  : 

Lemmk.  —  Un  groupe  transitif  ne  peut  renfermer  de  groupe 
régulier  d'ordre  A,  formé  de  substitutions  échangeables  que 


C)  P.  5  à  3',;  1895. 

(')  Ost-à-dirn  tninsitif  «M  d'orilii-  i;;.!!  .1  v,,|i   i|f};ic. 
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s^ il  est  primitif  ou  composé  avec  un  sous-groupe  d'ordre  non 
premier  à  h. 

Si  S  =  A  X  B  esl  une  décomposiiion  de  S,  G  l'isomorphe  ho- 
loédrique  de  S  issu  de  A,  c'est-à-dire  où  A'  correspondant  à  A  est 
formé  de  l'ensemble  des  substitutions  de  G  laissant  une  même 
lettre  de  G  immobile,  le  sous-groupe  B'  de  G  correspondant  à  B 
est  transitif,  et  réciproquement. 

Si,  en  particulier,  G  est  primitif  et  appartient  à  la  première  ou 
à  la  troisième  catégorie,  on  sait  que  A  est  transitif  entre  les  n  élé- 
ments de  S.  On  peut  prendre  pour  B  évidemment  un  groupe  sy- 
métrique ou  alterné  de  «  —  i  éléments,  suivant  que  S  est  symé- 
trique ou  alterné. 

De  même,  si  A  est  k  fois  transitif,  avec  A  >■  i ,  on  peut  prendre 
pour  B  un  groupe  symétrique  ou  alterné  respectivement  àe  n  —  k' 
éléments,  avecA'^A";  si  de  plus  G  est  primitif,  il  appartiendra  à 
la  troisième  catégorie,  puisque  A  est  primitif.  On  aura  ainsi  en 
particulier  : 

Théorèaie.  —  Dans  les  isomorphes  holoédriques  primitifs  G 
des  groupes  symétriques  [alternés)  S  de  n  éléments  : 

i"  Les  sous-groupes  correspondant  aux  sous-groupes  de  S 
symétriques  [alternés)  entre  n  —  i  éléments  sont  transitifs, 
quand  G  est  de  la  première  catégorie  ; 

2"  Les  sous-groupes  correspondant  aux  sous-groupes  de  S 
symétriques  [alternés)  entre  n  —  k'  éléments  sont  transitifs, 
quand  G  est  de  la  troisième  catégorie  et  est  issu  d\in  sous- 
groupe  T  de  S,  k  fois  transitif  entre  les  n  éléments  de  S,  avec 
k>k'>i. 

A  peine  est-il  besoin  de  faire  remarquer  qu'un  sous-groupe  de 
S  contenant  un  sous-grouj)e  symétrique  (alterné)  entre  n  —  k' 
éléments,  donnera  lieu  à  une  remar([ue  analogue,  quand  G  est  de 
la  troisième  catégorie. 

Si  l'on  prend  pour  A  un  groupe  intransitif,  on  voit  encore  : 

Théokème.  —  Dans  un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  G 
de  la  deuxième  catégorie  d'un  groupe  symétrique  ou  alterné 
S,  formé  par  les  substitutions  opérées  par  S  entre  les  combi- 
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liaisons    %   à  %  des    n   lettres  de  S    n<a<-j.-  à  tout  <iOus- 

groupe  de  S  k  fois  transitif  entre  les  n  lettres,  correspondra 
dans  G  un  sous-groupe  transitif  {^)  dès  que  y.^k. 

G  étant  un  isomorphe  hoioédrique  et  primitif  quelconque  de  S 
contenant  un  sous-groupe  transitif  B' correspondant  à  un  sous- 
groupe  B  de  S,  ne  peut-on  assigner  certaines  conditions  aux- 
quelles doive  satisfaire  B? 

D'abord,  si  A'  est  le  sous-groupe  des  substitutions  de  G  laissant 
une  même  lettre  immobile,  A  le  sous-groupe  correspondant  de  S, 
onaG  =  A'x  B',  S  =  A  x  B. 

Mais  l'on  peut  préciser  davantage  pour  les  deux  premières  caté- 
gories. 

Théorème.  —  Quand  G  est  un  isomorp/ie  primitif  et  hoio- 
édrique de  la  première  catégorie  du  groupe  symétrique  ou 
alterné  S  de  n  éléments,  tout  sous-groupe  transitif  B'  de  G 
correspond  à  un  sous-groupe  B  de  S  transitif  entre  n  ou  n  —  i 
éléments. 

En  effet,  (i  est  formé  de  l'ensemble  des  substitutions  opérées 
par  S,  entre   les  hvpersjstèmes  constitués  chacun  par  -j  svstèmes 

de  /  lettres  de  S,  et  2  ^  /^  -■  Si  B  est  intransitif  entre  les  n  lettres 
de  S,  il    permute  exclusivement  enlre  elles   A  lettres,  avec  X^-- 

Dès  lors,  B  permute  exclusivement  entre  eux  les  hvpersvstcmes 
dont  les  svstèmes  ont  respectivement  A),  Aj,  ,  .  .  lettres  commîmes 
avec  ces  A  lettres,  A)  -h  ?>2+  •  •  •  étant  égal  à  a.  Donc  B',  qui  est 
précisément  le  groupe  des  substitutions  opérées  par  B  enlre  tous 
les  hypersjstèmes,  ne  pourra  être  transitif  que  si  l'on  n'a  qu'une 
seule  combinaison  de  nombres  A,,  Ao,  ....  tous  < /,  cl  dont  la 
somme  soit  égale  à  )..  Or  on  aura  toujours  au  moins  deux  combi- 
naisons dès  que  A^a,  puisqu'on  peut  toujours  prenilre,  par 
exemple,  o  -<  À|^À2<C  /,  et  considérer  les  deux  combinaisons  A,, 
A^,  ...  cl  A,  —  I,  Ao-h  1,  .  .  . ,  où  lous  les  nombres,  sauf  les  deux 


(')  Parmi   rcs   sous-groiipcs,  on    Innnc   nit'ino   une   si'ric  ('lomluc   de  «roiipcs 
primitifs;  nous  y  reviendrons. 
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premiers,  coïncident.  (3n  pourra  d'ailleurs  toujours  prendre 
)v^  2  quand  A  n'est  pas  transitif  entre  n  ou  n  —  i  éléments. 

c.  Q.  F.  D. 

Théorème.  —  Quand  G  est  un  isomorphe  jjrimilif  et  holo- 
edrique  de  la  deuxième  catégorie  du  groupe  symétrique  ou 
alterné  S  entre  n  éléments,  tout  sous- groupe  transitif  V>  de  G 
correspond  à  un  sous- groupe  V>  de '^  transitif  entre  n  éléments. 

En  edet,  G  est  formé  de  l'ensemble  des  substitutions  opérées 

par  S  entre  les  combinaisons  des  n  lettres  de  S  a  à  a,  et  2<  a<r  —  • 

Si   B    n'est    pas    Iransitil".    il    permute    exclusivement  entre   elles 

X   lettres,    avec    o<<A^--Dès    lors,    il    permute    exclusivement 

entre  elles  les  combinaisons  avant  À,  lettres  communes  avec  ces 
)>  lettres  et,  par  suite,  B'  n'est  pas  transitif,  puisqu'on  peut  choisir 
Ài  ^  o  et  )v,  ]]>  o. 

Théorème.  —  Si  Go  et  G^  sont  les  isomorphes  primitifs  et 
holoédriques  de  la  deuxième  catégorie  du  groupe  symétrique 
ou  alterné  S  de  n  éléments,  formés  respectiveinent  par  les  sub- 
stitutions que  S  opère  entre  les  combinaisons  i  à  'x  et  "^  à  3  de 
ces  n  éléments,  Ga  et  G3  sont  isomorphes,  et  à  tout  sous-groupe 
de  G3  transitif  entre  les  lettres  de  G3  correspond  dans  Go  un 
sous-groupe  transitif  entre  les  lettres  de  Go. 

Soient  B!j  un  sous-groupe  de  G3  transitif  entre  les  lettres  deGj, 
B',  et  B  les  sous-groupes  correspondants  de  Go  et  S  :  nous  savons 
déjà  que  B  est  transitif  entre  les  n  lettres  de  S. 

Supposons  que  B!,  ne  soit  pas  transitif:  B  et  B.',  permutent  ex- 
clusivement entre  elles  X  combinaisons  232  des  n  lettres  de  S, 
avec  A  <<  G^].  Or,  une  combinaison  de  3  lettres  renferme  C^  =  3 
combinaisons  de  2  lettres;  si  elle  a  \^  combinaisons  de  2  lettres 
communes  avec  les  X  précédentes,  une  substitution  de  B  ou  B',  la 
remplace  par  une  autre  ajant  \^  combinaisons  de  2  lettres  com- 
munes avec  les  A  précédentes.  Donc,  B  permutant  transitivement 
les  combinaisons  de  3  lettres,  chacune  de  ces  dernières  contiendra 
le  même  nombre  ).|  des  A  combinaisons  de  2  lettres  précitées. 
Enfin,   si  l'on  avait  ).,  =:  3,  B',  étant  transitif,  il  faudrait  )>  =  G^, 

XXIV. 
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et  B.,  serait  transitif,  contrairemenl  à  llirpotlitse  ;  si  l'on  a 
A,  =  2,  chaque  combinaison  de  3  lettres  en  renferme  une  et 
une  seule  de  i  lettres  ne  faisant  pas  partie  des  A  précédentes; 
B  permute  exclusivement  entre  elles  les  combinaisons  ne  faisant 
pas  partie  de  ces  À,  et  Ton  peut  trouver  un  nombre  a'  de  combi- 
naisons de  2  lettres,  analogue  à  A,  et  pour  lequel  le  nombre/',, 
analogue  à  \^,  est  =i.  On  peut  donc  supposer,  si  Ton  veut, 
Â,  =  i. 

Ceci  posé,  considérons  la  combinaison  a^a-xa^  :  elle  contiendra 
une  et  une  seule  combinaison  de  deux  lettres,  par  exemple  (i^n.^^ 

faisant  partie  des  A  précitées.  Alors  «i  r/or/,,  avec  «'=3,4 "? 

sera  dans  le  même  cas.  Donc  a^  ai,  avec  /=  3,  4 "'  n'est  pas 

contenue  dans  ces  À;  de  même  pour  a.^cii.  La  considération  de 
r/,  (i'^a;,  et  de  <7,  a-ia^  montre,  par  suite,  que  a-^a^  et  r/^rts  sont  con- 
tenues dans  les  A  précitées. 

Mais  la  considération  de  (tr^OsCi-a  montre  aussi  «pie  l'une  des 
combinaisons  a-ia^  et  «3 «5  n'est  pas  contenue  dans  les  A  préci- 
tées. On  est  ainsi  conduit  à  une  contradiction  et  l'on  en  conclut 
que  1^2  t'st  transitif. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  allons  examiner  si,  pour  cer- 
tains cas  particuliers,  on  peut  avoir  dans  les  groupes  G  des  sous- 
groupes  réguliers. 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  siifjisantc pour  (ju' un 
isomorphe  holoédrique  et  primitif  G  d' un  groupe  symétrique 
ou  alterné  S  de  n  lettres,  formé  des  substitutions  opérées 
par  S  entre  les  C,",  combinaisons  -i  à  2  des  n  lettres  (n  étant 
premier),  ren ferme  u/t  i^rcu/ic  réi;u/i('/\  dr  degré  (^;),  est  que  n 
soit  de  la  forme  4/'  -+-  3. 

Soit  IV  le  sous-groupe  régulier  de  G,  d'ordre  (>);,  et  l>  le  sous- 
groupe  correspondant  Ac  S  :  M  est  lini-airc  «'l  (b'-rivé  des  substitu- 
tions 

I"  —  I  3"  :  .r  -t-  I  |,         N'  —  I  x;  A'.r  I  niixl  // , 

ou  h  racine  pnniilivf  (nutd//).   La   subslitulioii    l;i    plus    i;(''n<'T;de 
de  B  est 

W  =  I  J";  p'^X  -\-  (j  I  Ilinil/J. 
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où  p-  est  résidu  quadratique  de  /?.  Les  n  lettres  sont  ici  repré- 
sentées par  o,  1,2,  .  .  . ,  /i  —  I  Onod  Al)  et  W  remplace  la  combi- 
naison /,  m  par  la  combinaison  />-'  l  ^  q,  p-  ni  -J-  q. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  B'  soit  régulier 
est  évidemment  qu'aucune  subslitution  \\  =^  i  de  B  ne  laisse  une 
seule  combinaison  immobile,  c'est-à-dire  qu'aucun  des  deux  sys- 
tèmes de  congruences 

/  S5 /?2  /     +-7,         m '^  p"- m -\- f] .         (modrt), 
ou 

l^^p-m-^q.  m^p-l    -^q.  (inod«), 

ne  soit  possible. 

Le  premier  exigerait  (/ —  m){p- —  i)^o(mod«j  et  le  second 
(/ —  m)[p-  -+-  i)^  o(mod/?),  pour  l  ^  m.ha  première  condition 
entraîne  AA  =  i ,  la  seconde  p- ^^  —  i  (mod«),  d'où  n  ^  ^  h  -\-  i . 
Si  d'ailleurs  n  est  de  cette  forme,  la  subslitution  \x;  — x\  laisse 
immobile  les  combinaisons  /,  m,  pour  lesquelles  l-\-in^o 
(mod/i),  et  B'  n'est  pas  régulier.  c.   q.   f.   d. 

Théorème.  —  Un  isomorphe  lioloédrique  et  primilif  G  d'un 
groupe  symétrique  ou  alterné  ^  de  n  lettres,  formé  des  sub- 
stitutions opérées  par  S  entre  les  combinaisons  3  ù  3  des  n 
lettres  (n  étant  premier  et  ^7),  ne  renferme  aucun  sous- 
groupe  régulier  de  même  degré  C;^  que  celui  de  G. 

Car  si  G  renfermait  un  pareil  sous-groupe  B'  d'ordre  (^^),  soit  B 
le  sous-groupe  correspondant  de  S  :  B  serait  transitif  entre  les  n 

lettres  de   o   et  d  ordre  C,  = •  Ici   -. 

"  1.2.3  b 

ne  divise  pas  n  —  i  :  donc,  d'après  un  théorème  de  MM.  Mathieu  (  '  ) 

et  Sylow  (-),  on  a 

G?j  =  n  V  (  bti  —  \)         avec         /^  >  o.     v  ^  i , 

bn  -\-  V  étant  le  nombre  des  groupes  d'ordre  n  contenus  dans  B; 


('}  Journal  de  Liouville,  1861. 
(')    Math.  Ami.,  l.  V.  p.  îS',. 
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pai'  suile. 

,,  {Ti  —  \)(n  —  i) 

o 

3v  =  ^n  ^  i  avec         ^  ]>  o, 

2(^«  -)-  l)(6«  —  l)  =  («  —  l)(«  —  l), 

ce  qui  est  absurde,  puisque  ^  >>  o,  j3  >>  o.  c.   q.   f.   d. 

Remarque.  —  On  peut  même,  en  remarquant  que  v  doit  divi- 
ser n  —  I,  établir  un  théorème  analogue  pour  les  isomorphes  ho- 
loédriques  et  primitifs  G  des  groupes  symétrique  ou  alterné  S 
de  n  lettres,  formés  des  substitutions  opérées  par  S  entre  les  com- 
binaisons a  à  a  des  n  lettres  (n  étant  premier  et  ^  2a  +  i),  quand  a 
est  impair  ou  quand  il  est  pair  sans  diviser  n  — ^  i . 


U. 


M.  Joi'dan  a  montré  (')  que  tout  groupe  primitif  G  de  degré  n, 
qui  ne  contient  pas  le  groupe  alterné  de  n  éléments,  mais  ren- 
ferme une  substitution  d'ordre  premier  p  à  q  cycles,  contient  un 
groupe  r,  transitif  entre  les  lettres  qu'il  permute,  et  pour  le  de- 
gré duquel  on  peut  trouver  une  limite  supérieure  en  fonction  de 
u=pq. 

Reportons-nous  à  la  démonstration  en  question.  Le  degré  de  V 
ne  peut  être  inférieur  à  celui  de  G  que  si  G  est  deux  fois  tran- 
sitif; dans  ce  cas,  on  a  (-) 

(i)  ulln~^. 

Si  G  n'est  qu'une  fois  transitif,  son  degré  est  égal  à  celui  de  T, 
et  cette  remarque  permet  d'améliorer  légèrement  la  limite  la  plus 
exacte  (^)  trouvée  par  M.  Jordan  pour  n  en  fonction  de p  et  q. 

Mais  on  peut  déduire  facilement  de  sa  démonstration  une 
limite  plus  avantageuse  dans  certains  cas  particuliers.  En  cfTet, 
supposons  que   G  ne   soit    qii  une   fois  Iransilif  :  |>()ur  former  F, 


C)  J.fiir.Malh.,  l.  IA\I\,  p.  .i',8-5.'.8;  1S7'). 
(')  \.  FJoniiF.RT,  Math,    \iiii..  I.  XI.,  p.  i7<i. 
(')  Loc.  ri  t..  p.  i.'jS. 
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qui  est  de  degré  n.  on  forme  une  suite  de  groupes 

(2)  Fo,     r,,     ...,     Fj,, 

tels  que  si  F/  permute  iransilivemeni  entre  elles  M/ lettres  conve- 
nablement choisies,  F/^, ,  qui  contient  F/,  en  permute  de  même  au 

moins  e(M/  comprenant   les  M<  précédentes,   avec  e,  ^  — 7- — > 

ainsi  que  des  lettres  non  déplacées  par  F,.  L'ordre  de  F/^,  est  dès 
lors  au  moins  égal  à  celui  de  F,-  multiplié  par  e.  M/.  Or  M/^e'  p, 
en  sorte  que  les  groupes  (2)  sont  d'ordres  respectifs  au  moins 
égaux  à 

|J.I  (1-4-1) 

(3)  p,     e,/>2,     e■>•^      ....     e,     ^      p\^+K 
On  forme  ensuite  une  seconde  série  de  groupes 

(4)  '  ij.'     F[j.+.i,     l[j.-^2'      ■•••     F[;.^_-=  F, 
avec 

-^K[A-l£(îJL-4-l)y  —  e,  -î— I, 

et  tels  que  chacun  d'eux  contienne  le  précédent,  et  au  moins  une 
substitution  d'ordre /?  à  ^  cycles  non  contenue  dans  ce  précédent; 
en  sorte  que  l'ordre  de  Fii^y^,  est  au  moins  égal  à  celui  de  Fj^^y 
multiplié  par  p.  Les  groupes  (4)  sont  donc   d'ordres  respectifs 


au   iiiuiii:;   cgauA  a 

\IHL+1) 

[l'H+D 

(lljX+l) 

(5)              e,    *      /?iJ-+i 

',      gj     -        p\^-^'-,       .... 

g,     *        /?!A+T^-^' 

On  a  de  plus 

^r'/'iyE(f), 

ou 

(6) 

^r^g- 

F(jL  étant  de  degré 

^7) 

A'      <  t  11      1      l\   rtn            n       ' 

—  I 

>  (1=1.  ."■-+-  ';/'7       ^  e  - 

^' 

F  est  de  degré 

(S  1 

n^N^-f-T7, 
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et  il  en  est  de  même  de  G  qui  contient  Y.  Dès  lors,  si  Çest  Tordre 
de  G,  (5)  donne 

[Il  pL  +  ll 

"-  log/)  2         log/>        ■  ^    • 

et,  d'après  (7)  et  (8), 

Sans  chercher  à  discuter  complètement  cette  formule,  nous  re- 
marquerons qu'elle  donne  de  suite 

log/>  '    ^  J       \r-  Il         Xo-y-i 

d'après  (6);  ou,  a  fortiori,  puisque  cjCi  _pq  =  u, 
/ .  ^     .         /«       /'  —  •  log//\ 

Si   /ï  loga  ^  f<  logM,  le  second   membre  est  fonction  croissante 
de  p.  qui  est  ^2,  et,  par  suite, 

,,^.  /  n  log«  \ 

"^-\u        -ilog-i/         " 
OU 

(9)  0'«  =  «'"- 

Or,  si  /i  log  fi  <<  M  logw,  on  a 

n  log?,       ,  , 

•2 log»  <  log  M, 

u 

et  la  condition  (9)  est  satisfaite,  puisque  nu,  (j'>>/?,  G  étant 
primitif.  Donc 

TuKouicMK.  —  Si  G  est   un  groupe  priniitif.   une  sruli-  fois 
transitif,  d'ordre  </,  de  depré  n  et  de  classe  u.  <in  a 

(9)  ^ÀnA-^''- 


—  9o  - 
Corollaire  I.  —  Si  l'on  sait  que  G  est  d'ordre  (j'^/**,  on  aura 

„  >   .^  Ml . 
logn  k  -t-  I 

Car,  d'après  ii  <  /i,  (9)  donne 

n 

Corollaire  II.  —  Un  isomorphe  hoioédrique  et  primitif  G  de 
la  troisième  catégorie,  de  degré  0,  d'un  groupe  symétrique  ou  al- 
terné S  de  n  éléments,  est  de  classe  au  moins  égale  à 

p     log4 
•og?     4 

sauf  peut-être  pour  quelques  petites  valeurs  de  n. 

G  étant  issu  d\in  sous-groupe  T  de  S  primitif,  ne  contenant 
pas  de  substitution  circulaire  d'ordre  3,  on  a,  d'après  un  théo- 
rème (')  de  ]M.  Bocherl,  et  suivant  que  S  est  symétrique  ou 
alterné, 

,.[e(^)]:      „„      .pi[E(^)]i. 

On  voit  sans  peine,  soit  à  l'aide  de  la  formule  connue 

1  1 

p  "' —  \  /'  """r  1 

(f  )       '^■^^  <  '^  '  <  (  f  )       '^^^  '''^' 
soit  directement,  qu'on  a 

sauf  pour  de  petites  valeurs  de  n;  il  ne  reste  plus  qu'à  appliquer 
le  corollaire  I. 

III. 

Nous  nous  contenterons  ici  d'énoncer  les  propriétés  sui- 
vantes (^)  : 


(•)  Math.  Ann.,  t.  XXXIII,  p.  58'(. 

(  ')  Elles  seront  ct^blicseri  détail  dans  \es.Afenioires  de  VAcadeniicdes  Sciences, 
Inscriptions  et  Delles-Letlres  de  Toulouse  pour  1896. 
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I.  Soil  m  un  nombre  impair  quelconque.  A-  un  nombre  plus 
pelil  que  le  plus  petit  diviseur  £  de  m;  un  groupe  G  transitif,  de 
classe  m,  de  degré  m  -h  A",  avec  o  <  A"  <!  s,  renfermant  un  sous- 
groupe  M  d'ordre,  de  degré  et  de  classe  m,  ne  peut  exister  que  si 
Ar^  2  et  m  -h  i  =  2''. 

II.  Un  groupe  transitif  de  classe  e/'(<'  et  ypremiers,  ofef/), 
de  degré  of-\-  k  (avec  o  <<  A-  <ie),  ne  peut  exister  qu'à  l'une  des 
conditions  suivantes  : 

\°  X!;  2  avec  ef  =  4  /?  +  3  ; 
2°  />e  +  i=  2^ 
30  y>2e  +  3. 

De  plus,  dans  les  deux  derniers  cas,  le  groupe  ne  sera  qu'une 
fois  transitif  et  aura  son  ordre  premier  à  f. 

III.  Un  groupe  transitif  de  classe  e-  (e  premier  impair)  est  de 
degré  e-  ou  ^  e-  -|-  e. 

IV.  Les  groupes  transitifs  de  classe  ef<C  100  (e  et  /"premiers, 
^le'lf)  sont  de  degré  ef  -\-k,  avec  k'ii^  ou  k^e.  Ceux  de  ces 
groupes  qui  sont  primitifs  sont  de  degré  ^e.f  -\-  e. 

On  doit  noter  qu'il  existe  un  groupe  de  classe  55  =  5.i  1  et  de 
degré  60  primitif  ('). 


(')  Voir  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  35. 
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COMPTES  RENDUS   DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU    6    MAI    189(5. 

PRi':sir)i;Ncp,  de  m.  kokmgs. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  : 
M.  Pruvost,  présenté  par  MM.  Darboux  et  Appell;  M.  L.  Cos- 
serat,  présenté  par  l\J!\I.  Kœnigs  et  E.  Cosserat;  M.  Fontaneau, 
présenté  par  MM.  Lemoine  et  Kœnigs;  M.  Sanchez,  présenté  par 
MM.  Tisserand  et  Goursat;  INIM.  Rougier  et  Jacquet,  présentés 
par  MM.  Appell  et  Kœnigs;  M.  Tresse,  présenté  parlNlM.  Bourlet 
et  Beudon  ;  M.  Greenbill,  présenté  par  MAI.  Emile  F^icard  et 
D.  André. 

Communications  : 

M.  Laisant  résume  une  Note,  adressée  par  31.  Sbunkichi 
Kimura,  de  Tokio  (Japon),  ajant  pour  titre  :  Certaines  appli- 
cations des  cjuaternions,  et  qui,  étant  rédigée  en  anglais,  ne 
peut  être  insérée  au  Bulletin. 

La  première  application  étudiée  par  l'auteur  se  rapporte  au 
mouvement  d'un  point  sur  une  surface;  on  suppose  que  la  force 
dérive  d'un  potentiel,  et  l'on  demande  que  le  mouvement  s'ef- 
fectue sur  une  trajectoire  orthogonale  des  intersections  de  la  sui'- 
face  donnée  avec  les  surfaces  de  niveau.  On  trouve  très  simple- 
ment que  la  trajectoire  est  une  géodésique  de  la  surface  donnée. 
L'auteur  rappelle  que  ce  problème  a  été  étudié  par  Liouville  et 
par  M.  de  Saint-Germain. 

La  seconde  application  concerne  l'épaisseur  de  la  couche  com- 
prise entre  deux  positions  voisines  d'une  surface  fermée,  cpiestion 
qui  intervient  dans  la  théorie  du  magnétisme.  M.  Kimura  Iraile 
en  particulier  le  cas  de  l'ellipsoïde  à  l'aide  de  calculs  notablement 
plus  simples  que  par  les  coordonnées  cartésiennes. 
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SÉANCE   DU   20  MAI    189G. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    K(»:NI<;S. 

Communications  : 

M.  Fleur  Y  :  Sur  les  séries. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  mouvements  périodiques  d'un  corps 
pesant  autour  d'un  point  fixe . 

M.  Laisanl  :  Sur  une  génération  du  triangle  de  Pascal. 

M.  d'Ocagne  communique  un  théorème  relatif  à  la  théorie 
des  abaques,  dont  voici  l'énoncé  : 

Toute  équation  représentahle  par  trois  systèmes  du  premier 
degré  de  droites  isoplèthes  est  de  la  forme 

A  ai  aj  «3-^  A 12  ai  aj -i- Aosa^as -i-  .\.-,ia:iai  -f- Ai  ai  -+- A.>a.2-+-  A^as-i-  An  =  o, 

mais  ce  n'est  pas  V éciuation  la  plus  générale  de  ce  type.  Le 
caractère  algébrique  de  ces  équations  est  le  suivant  :  le  discri- 
minant de  la  forme  du  premier  membre  rendue  homogène  est 
positif. 

Dans  le  cas  oit  A=  o,  Véquation,  oit  l'on  considère  a, ,  a^  et  7.3 
comme  des  coordonnées  courantes,  représente  un  hyperboloïde 
à  une  nappe. 

M.  Makgeot  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  une  manière  de  représenter  le  rapport  des  deux  courbures 
d'une  courbe  gauche. 

Soient  V  une  courbe  gauche;  m  un  point  donm-  de  la  courbe; 
Il  et  T  ses  rayons  de  courbure  et  de  torsion  en  ce  point;  mx^ 
my,  mz  trois  axes  rectangulaires  issus  de  /??,  le  premier  louchant 
Y  en  m;  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  variable  p  de  y  par 
rapport  à  ces  axes. 

Je  regarde  x  comme  la  vailable  indi'pemlanle. 

On  a,  au  point  /;/. 

.r  =  y  =  z  =  o, 

dx  =  dy  =  o, 


et,  par  siiile, 


\/m. 
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\dx-  /o 


rp |_  \  dx!-  /  n       V  dx-  1 0 


\dx'^  /o\dx'i  Jo      \dx'^  /o\,dx^  /o 

l'Indice  o  désigne  les  valeurs  que  prennent  au  point /;i  les  dérivées 
qui  en  sont  affectées. 

Construisons,  dans  un  plan,  le  point  P  qui  a  pour  coordonnées 

-j->  —  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  OX,  0\  ,  choisis  à 

volonté  dans  ce  plan.  Lorsque  le  point  y?  décrit  la  courbe  y,  le 
point  P  décrit  dans  le  plan  XOY  une  certaine  courbe  Y  passant  à 
l'origine  O.  Le  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  F,  en  ce  point  O 
qui  correspond  au  point  ni  de  v,  a  pour  valeur 


[C^ï^iT^ïl] 


dly\    /d^\    _/d^\    (d\y. 
dx^  ),\ dx^ ) 0      V  dx-^  J 0  \ dx-^  ) , 

En  comparant  les  trois  formules  précédentes,  on  voit  que  l'on 

doit  avoir 

T  =  p  R. 

De  là  une  proposition  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  données  une  courbe  gauche  y,  et  une  de  ses  tan- 
gentes nit^  la  touchant  en  /n,  si  l'on  mène  par  cette  droite  deux 
plans  rectangulaires  II,  W  puis  que  l'on  construise^  dans  un 
plan  arbitraire,  une  courbe  Y  ayant  pour  coordonnées  rectan- 
gulaires les  tangentes  des  angles  f,  p'  que  fait  nit  avec  les  pro- 
jections sur  n  et  W  d' une  tangente  quelconque  de  y,  le  rayon 
de  courbure  de  Y,  à  l'origine  des  coordonnées,  mesuré  ai^ec 
l'unité  de  longueur  qui  a  servi  pour  la  construction  de  F,  sera 
égal  au  rapport  de  la  courbure  de  y  à  sa  torsion,  au  point  m. 

Sî  l'unité  de  longueur  en  question  est  prise  égale  au  ravon  de 
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courbure  R  de  v,  ce  qui  revient  à  dire  que  l'on  prend  les  formules 

X  =  R  tangc.         Y  =  R  tangr', 

pour  construire  la  courlie  F,  la  courbure  de  F  représentera  exacte- 
ment la  torsion  de  y. 

La  proposition  que  je  viens  d'indiquer  peut  être  énoncée  sous 
cette  autre  forme  : 

Les  équations  y(T,  T',  ;):=  o,  o(j-,  y^  z)=  o  étant  censées  re- 
présenter, en  axes  rectangles  0:r,  Oy,  O^,  une  courbe  à  double 
courbure  touchant  l'axe  des  x  au  point  O,  si  on  les  différenlie 
relativement  à  x,  ce  qui  donne  les  formules 

f'x+y  S'y  -+-  -  f'z  =  O-  ?.'r  -t-  y'iy  -^  z' O--  O, 

puis  que  l'on  élimine  x^  r,  c  entre  les  quatre  équations  précé- 
dentes, la  relation  obtenue,  où  l'on  regarderait  j^'  et  z'  comme  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  définit  une  courbe  plane 
dont  le  rajon  de  courbure  à  l'origine  est  égal  au  rapport  des 
rayons  de  torsion  et  de  courbure  de  la  courbe  gauclie,  au  point  O. 
Regardons  encore  y'  et  z'  comme  les  rapports  de  deux  coor- 
données dun  point  de  l'espace  à  la  troisième.  Alors  le  lieu  des 
points  de  l'espace,  pour  lesquels  les  quatre  équations  précédentes 
sont  vérifiées  simultanément,  est  un  cùne,  dont  l'interprétation 
conduit  à  ce  théorème  de  (léométrie  : 

Lorsrjii' un  point  se  déplace  su/-  une  génératrice  G  d'un  cône 
quelconfiiie,  le  rayon  de  courbure  principal  du  cône  en  ce 
point  varie  proportionnellement  à  sa  disia/ice  au  sommet  du 
cône,  cl  le  coefficient  de  proportionnalité  est  égal  au  rapport 
de  la  première  éi  la  seconde  courbure  d' une  courbe  (/uelconque 
ayant  ses  tangentes  parallèles  aux  génératrices  du  cône,  ces 
courbures  étant  relatives  (tu  point  oii  la  tangente  est  parallèle 
à  G. 

\  oif'i  (pidcjucs  conséquences  de  ce  théorème  : 

i"  La  loi  (le  variation  du  riip|)orl  des  courbures  d'une  courbe; 
gauclic,  aux  dinV-renls  [loiiils  de  la  courbe,  est  la  iiiriiir  que  celle 
{.\\\  nnoii  |)i  iiicipiil  d  (III  c<mic  cm  un  poiiil  (|iii  rolc  '.y  une  dislance 
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constante  du  sommet,  et  ce  cône  est  celui  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  aux  tangentes  de  la  courbe; 

2°  Pour  que,  tout  le  long  de  la  courbe,  le  rapport  des  deux 
courbures  soit  constant,  11  faut  et  il  suffit  que  le  cône  correspon- 
dant soit  de  révolution,  c'est-à-dire  que  la  courbe  soit  une  liélice  : 
résultat  d'ailleurs  bien  connu; 

3"  Quand  une  droite  mobile  engendre  une  développable,  on 
peut  connaître  le  rapport  des  courbures  en  un  point  de  l'arête  de 
rebroussement  sans  connaître  ni  cette  courbe  ni  la  position  du 
point. 

SÉANCE    DU    3    JUIN    189G. 

PRlisiOKNCK    »K    M.    TOrCHE. 

Conimunica lions  : 

M.  Lucien  Lévj  :  Sur  un  essai  récent  de  démonstration  du 
postula tum  d' Euclide. 

M.  D.  André  :  Théorème  nouveau  de  réversibilité  algé- 
brique. 

]M.  L.  Lecornu  :  Sur  le  problème  de  l'escarpolette. 

M.  Carvallo  :  Généralisation  et  extension  à  l'espace  du 
tlu'orème  de  Cauchy  sur  le  résidu  relatif  à  un  pôle. 

IM.  Carvallo  communique,  de  la  part  de  M.  Larose,  une  Dé- 
monstration du  théorème  de  M.  Vaschy,  sur  une  distribution 
quelconque  de  vecteur. 


SÉANCE    DU    17    JUIN    181»(i. 

IMtÉSIDIîNCK    DK    M.    IMOCUi:. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Sur  le  mouvement  d'u/i  disque  dans  un  Jluide. 
M.  Painlevé  :  Sur  le  frottement  des  solides  entre  eux. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


MÉMOIRE  SUR  LA  CONSTITUTION  DES  ATOMES  ET  SUR  L'ACTION 
DE  LA  MATIÈRE  SUR  LA  MATIÈRE; 

Par  M.  DupoKT, 

1.  Les  atomes  étant  des  parcelles  de  matière  continue  peuvent 
être  considérés  comme  fluides  ou  comme  solides.  Je  me  suis  pro- 
posé de  discuter,  dans  ce  Mémoire,  l'hypothèse  de  la  fluidité  des 
atomes. 

Les  atomes  étant  considérés  comme  fluides,  leurs  difl'érentes 
parties  agissent  les  unes  sur  les  autres,  et  il  parait  naturel  d'ad- 
mettre que  cette  action  s'efl'ectue  point  matériel  à  point  matériel, 
et  dès  lors  l'action  dun  point  matériel  sur  un  autre  ne  peut  plus 
dépendre  que  des  positions  de  ces  points  et  de  leurs  vitesses. 

L'hjpothèse  de  la  continuité  de  la  matière,  jointe  à  celle  de 
l'existence  de  la  loi  précédente  et  à  certaines  considérations  de 
symétrie,  fournit  alors  des  équations  suffisantes  pour  déterminer 
cette  loi. 

Telle  est  l'idée  séduisante  qui  a  été  le  point  de  départ  de  ces 
recherches.  Malheureusement  on  n'est  conduit,  comme  on  le 
verra,  qu'à  des  impossibilités.  J'ai  ainsi  été  amené  à  démontrer 
l'incompatibilité  de  la  fluidité  de  l'atome  et  de  l'existence  d'une 
loi  d'attraction  de  la  matière  sur  la  matière  s'eflecluant  point  ma- 
tériel à  point  matériel.  Cette  proposition  se  laisse  assez  facilement 
démontrer,  de  sorte  que  la  conclusion  de  ce  Mémoire  est,  ou  bien 
la  nécessité  de  considérer  les  atomes  comme  de  petits  corps 
solides,  ou  la  nécessité  de  considérer  l'action  d'un  atome  sur  un 
de  ses  points  comme  une  action  d'ensemble. 

Je  suivrai  l'ordre  dans  lequel  les  idées  se  sont  succédé  dans 
mon  esprit.  La  recherche  de  la  loi  d'attraction,  bien  qu'étant 
démontrée  plus  tard  être  impossible,  conduit  à  des  discussions 
d'intégrales  assez  curieuses  et  à  des  calculs  intéressants.  (Test  ce 
qui  m'a  décidé  à  conserver  ce  travail  dans  sa  lolalit»'.  au  lieu  de 
me  borner  à  la  démonstration  des  conclusions. 

H.    f'.(iii->i(|(  rons  donc  un  atome  cl  soit  J7:l>'^iin  \iilinnc.  Sup- 
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posons-le  seul  au  monde  et  donnons-lui  la  forme  limitée  par  deux 
sphères  concentriques.  Soit  O  le  centre  de  ces  deux  sphères  et 
soit  M  un  point  quelconque  de  cette  portion  de  matière.  Suppo- 
sons la  vitesse  initiale  de  M  nulle  ou  placée  sur  OM,  et  sa  pro- 
jection sur  OM  en  grandeur  et  en  signe  ne  dépendant  que  de  la 
distance  OM,  que  nous  désignerons  par  /■.  Il  est  clair  que,  par 
symétrie  dans  le  mouvement  qui  se  produira,  la  vitesse  de  M  res- 
tera placée  sur  OM,  et  que  sa  projection  sur  OM  en  grandeur  et 
en  signe  sera  une  fonction  de  /•  et  du  temps  t.  Désignons  cette  pro- 
jection par  \  . 

Soient  O^',  Oy^  Oz  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
Soient  u,  ç.  tr  les  composantes  de  la  vitesse  de  M.  On  aura 

u  —  Hj-,        r  =  H^,        IV  =  H  j, 
avec 


H  =  X, 


L'équation  de  continuité 


du         dv         div 
dx        dy         dz 
donne 

dW       „„ 

— h  3  H  =  o, 

dr 

d'où 


G  étant  une  fonction  du  temps.  On  aura  donc 

V  peut  encore  s'exprimer  par  -j  •  On  aura  donc 

~di  "  r-^' 

Cherchons    maintenant    raccélération   du   point   M.   Elle    sera 
dirigée  suivant  le  rajon  vecteur  OM,  et  y  aura  pour  projection 


d^r        dC     ( 

C   dr        dC    I 

aC 

dfi   ~   dt   /-i 

"  "^  /•»  dt  ~   dt   /-î 

,.5 
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Je  vais  chercher  la  loi  d'atlraction  d'un  point  malériel  sur  un 
autre  qui  donnerait  ces  résultats. 

Si  nous  nous  appuyons  sur  la  proposition  générale  que  le  mou- 
vement d'un  système  matériel  est  déterminé  quand  on  connaît  les 
positions  et  les  vitesses  des  points  du  système  à  une  époque  dé- 
terminée, nous  admettrons  que  les  composantes  de  la  force  qui 
s'exerce  entre  deux  points  matériels  sont  égales  aux  produits  de 
leurs  volumes  par  des  fonctions  du  temps,  des  coordonnées  des 
points  et  des  composantes  de  leurs  vitesses,  fonctions  qui  ne 
peuvent,  dès  lors,  plus  dépendre  que  de  la  nature  simultanée  des 
matières  qui  composent  les  deux  points  matériels.  Conformément 
à  la  notion  du  temps,  nous  admettrons  qu'il  n'entre  pas  dans  ces 
fonctions.  Si  nous  nous  bornons  maintenant  au  cas  où  les  vitesses 
initiales  des  deux  points  sont  nulles,  les  composantes  de  la  force 
ne  dépendront  que  des  coordonnées  des  points.  Conformément  à 
la  notion  de  l'espace,  nous  considérerons  comme  évident  que  la 
force  ne  dépend  que  de  la  position  relative  des  deux  points.  Par 
suite,  elle  sera  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  et  sa  gran- 
deur sera  fonction  seulement  de  leur  distance. 

Soient  M  et  A  les  deux  points  matériels,  supposés  infiniment 
petits,  de  même  matière  et  en  repos.  Soit  r/f  r/r'  F(/-)  la  projection 
sur  AM  de  l'action  de  M  sur  A,  dv  étant  le  volume  infiniment 
petit  de  A,  cU'  le  volume  infiniment  petit  de  .M.  Soity(/)  la  fonc- 
tion potentielle  correspondant  à  F(/),  c'est-à-dire  une  fonction 
ayant  pour  dérivée  —  !'('')• 

Revenons  à  notre  portion  de  matière  comprise  entre  deux 
sphères  de  centre  O  ;  soit  p,  sa  densité,  R,  le  rayon  de  la  plus 
petite  sphère,  R^  le  rayon  de  la  plus  grande,  V  un  do  ses  points. 
INI  un  autre  point  quelconque.  Soit  a  la  distance  OA.  En  suppo- 
sant cette  portion  de  matière  en  repos  à  l'époque  initiale,  l'accé- 
lération de  A  sera  placée  sur  OA  et  y  aura  pour  projection 

/rfC 
\dt 

L;i  résultante  des  actions  ^\r  lii  purtiiui  k\v  rnatit'ic  sur  le  point  A 
doit  donc  ètr(î  placée  sur  (  )  \  cl  \  iivoii'  pnur  projection 

-     l{'^ 


dt  }  n  fl- 


lOo  - 


Le  polcnliel  de  raclioii  de  la  portion  de  malière  sur  le  poinl  A  est 


*//>'■'*■• 


L'intégrale  triple  étant  étendue  au  volume  compris  entre  les  deux 
sphères  est  une  fonction  de  Ri ,  Ro  et  «,  et  comme  on  a 

R|  —  R^  =  R^ 

c'est,  en  somme,  une  fonction  de  R,  et  de  a.  En  la  dérivant  par 
rapport  à  «,  on  doit  avoir  la  projection  sur  OA  de  la  force  qui 
agit  sur  A,  c'est-à-dire 


Donc  cette  intégrale  triple 
doit  être  égale  à 


/// 


\  dt  /  0  a- 
f(r)dv' 


^  +  N, 

a 


M  etiN  étant  des  fonctions  de  R,,  et  l'on  aura 

M  =  —  p,  (  — -  )    • 

-j-  I  •  Pour  le  moment, 
il  faut  déterminer  la  fonction y(/')  de  façon  que  l'on  ait 

Soient  p,  f),  'l  les  coordonnées  polaires  de  JM,  O^r  étant  Taxe 

Fis.  I. 


polaire    que     tious     supposerons     dirigé     suivant     0\    {Jig-  ')• 
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On  a 


f  Ç  f  f{ r)dv'=    f  f  I  /( /•) p2  dp  sin  6  dO  d^  ^-it.  f  f  /{ /•) p2  dp  sin  6 


rfe, 


l'intégrale  double  étant  étendue  à  l'intérieur  de  deux  demi-circon- 

Fis.  2. 


férences  de  centre  O,   de   raj^ons  R|    et  R^.,   et  limitées  au  dia- 
mètre OA  {Jlg.  2).  On  doit  donc  avoir 

Substituons  à  la  variable  0  la  variable  /■  ;  comme  on  a 


d'oi 


/•-  =  a--+-  p'^  —  i a  p  cos  0 , 
/•  dr  =  —  «  p  sin  0  «YO  ; 
l'intégrale  à  évaluer  devient 


Posons 


Celte  intégrale  devient 


r  r  .        p  dp  r  dr 
■f'(>-)  =  rf(r). 


/      [?(«-+- ?)-9(«-p)]^-+-    /      f?(«-t-?)-'f(?-«)l''-^' 


«1 
Posons 


.V(/-)=/-cp(/-),  y;(/-)=ci(/-), 


fl  l'intégrale  devient 


-    •!>  I  '/  —  H ,  I  —  y  (  a   —  M ,  I       .  -  .J,  (  |{  ,        ,,  \  --  I  (W,  -   11  )  4-  ■.  y  (  o  ). 
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On  aura  donc  l'équaLion 

—  /(a—  R,)—  -'!^(lU  —  a)-  y  (U.  —  aj-w.y  (o)  =  —  (  -  +  N  ). 

Multiplions  les  deux  membres  par  «,  puis  dérivons  par  rapport 
à  a,  il  vient 

Ri[/;(R.2^a)    ^-/'(R.  — a)]  —y{Ro,-\-a)  —y{]\,  —  a) 
—  R,  [-/;(«  +  R,)  +  -/_'(rt_R,)]4_y_(a-HR,)  — y(a— Ri)^2/(o,)=  —  . 

Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 

(         R-ilyUP^-i^o)  —-/'(Ro-a)]  —-/'(Ri-^a)  -^■/'{ï\.2-a) 
i    —  Ri[y_"(rt  _Rj  )_!_  y-'c,/  _R,,]_y'fa  _^Rj)4-y'(a  —  R,), 

cette  équalion  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  Ro  et  de  F»,  satis- 
faisant à  la  relation 

R^  —  R3  =  R3. 

On  peut  donc  la  dériver  par  rapport  à  R,,  'en  considérant  Ko 
comme  une  fonction  de  R|.  Comme  on  a 

dR.  _  R| 
dRi  "  R|' 
il  vient 

,  y"'(R2^a)— y'"(R..  — ^/)  _  y"'(a -^-Rx)  —  y"  (a—  R|) 

^^^         '  R,  '  -^  R7^ 

Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  R(.  On  obtient 

/        R,[y'MR.>-^^)— y"(R2— «)]  — y"(R2-J-ff)-^y;'(n2-^') 

R^ 

(3)    < 

_  Ri  [y  (g  ^  R|  )  —  y'Urf  —  R.)]  — y"'(  a  -+-  Hi  )-^/;"(  a  —  H,  ) 

RI 

D'autre  part  en  dérivant  deux  fois  par  rapport  à  a  l'équation  (i), 
il  vient 

RîlX'M  Ho-i-  rt)  -  yv(  R,_  fl  )]  _  y;"(  H,^-  «  )^  y"'(R,-nr) 
-r  Rily'Ua^  R,)-*-  y'Vnf  —  Ri)]--y"'{/t  -^  Ri)  ^y;"{n  —  R,V 
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En  comparant  celle  équalion  avec  l'équalion  (3),  on  voit  que 
l'on  aura  séparément 

(  R2[7;^(R2^-«)— 7,''(R2— ^)]— 7:"(R2+  rt)+7;"(R2-  «)=  o, 
^^^  i  Ri[z'n«^Ri)  +  7."(«-Ri)]-7;"(«-"Ri)-^X"'(«-I^i)=o- 

Prenons  par  exemple  la  première  de  ces  équations.  Dérivons-la 
par  rapport  à  Ro.  On  a 

R,[7;(R,+  «)-7;(R-^-«)]=o. 
ou  bien 

7;(R.2-+-a)=7;{R2-«). 

Dérivant  celle  équation  par  rapport  à  Ro  puis  à  «,  on  a  sépa- 
rément 

7'v(R2H-«)=—  yy(R,—  a). 
On  aura  donc 

•/;'(/•)  =  o, 

7;(/')  =  A, 

y"v(,-)=  A/-+B. 

7;"('-)=^/-^  +  B/-+C, 

A,  B,  Celant  des  constantes.  Substituons  ces  valeurs  dans  la  pre- 
mièi^e  équation  (4),  i»l  vient 

R2[A(R2-f-a)-^B  —  A(R2— rt)-  B] 

—  -  (R2+rt)2— B(R2+rt)  — C+  -(R,— «)^-i-B(R2— «)-f-G  =  o, 

ou  bien 

—  2  B«  =  o. 
On  a  donc 

B  =o. 

La  seconde  é(|ualion  ( /j)  ne  donne  rien.   On  a  donc 

u 

,/   ^      A    ,      (:        . 

y  (/•)  =  — 7/-'-l-  -  /•2-4-  !>/    i    I., 
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IJ,  E  clanl  de  nouvelles  constantes.  Substituons  ces  valeurs  dans 
(i),  ona 

R2  r  1^  (  Ro  -+-  «  )•■'  +  C  (  1^2  +  «  )  +  D  —  ^  (  R,  —  a  )3  —  G  (  R,  -  a  ;  —  l  )  I 

\  r 

—  _(R„_rt)i—  ^(R,_Ha)2_  D(R.,+  a)— E 
•24       ■  2  " 

A  C 

-H  —  (Ro— «)^+  -(Ro-a)2-i-DrR2— a)+E 
24  'i 

=  Ri||(Ri  +  «)^-4-C(R,  +  a)+r)-i-^(«-Ri)'  +  G(a.— R,)+d1 

_  A(a  +  R,)i—  -(«  +  Rj)2_D(«  +  R,)-  E 
24  2 

-I-  ^(a  —  Ri)^-<-  -(«  — Ri)-+  D(rt  — Ri)+E. 

A.  '2, 

En  edectuant  les  simplifications  on  a 

\  A 

2  —  R I  cr  —  2  D  a  =  2  —  R  /  a 


On  a  donc 


n  =  -^  R.. 


A  ^  A  „ 

y"(r)=  _r3+C/-+  -  R», 


or  on  a 

7;(/-)='f(/-).  y"(/-)='y(/-)=  /•/(/•). 


On  aura  donc 


^,    ,      A  A  R3 


et  j)ar  suite 

^,    ,       A  R3        A  /R3        \ 

a  étant  une  nouvelle  constante  qui  doit  èlre  positive.  Il  est  aisé 
de  voir  que  cette  expression  satisfait,  car,  dans  rallraclion  pro- 
portionnelle à  la  distance,  la  masse  peut  être  concentrée  au  centre 
de  gravité  et  l'on  a,  en  somme,  pour  l'action  de  la  matière  comprise 
entre  les  deux  sphères  concentriques  sur  le  point  A,  l'expression 

—  u  i  -n^  a  -h  X R3 /  ;i  -«3_  ;J'  - k:A  '  ^  _  i  -X  w^  w]  —. 

3  \  i  3  /  f / -  o  (i- 
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Revenons  à  l'expression  (5)  de  la  force  qui  agit  entre  deux 
points  matériels  de  même  matière.  On  voit  que  R,  ravon  de  la 
sphère  qui  représente  Je  volume  de  la  portion  de  matière  consi- 
dérée, y  entre;  cela  exige  que  l'on  ait  réuni  toute  la  matière  de 
cette  nature  qui  existe  au  monde;  c'est  par  conséquent  opposé  à 
l'existence  propre  des  atomes;  même,  en  admettant  cela,  il  reste 
bizarre  que  l'action  d'un  point  matériel  sur  un  autre  de  même 
nature  dépende  de  la  quantité  de  matière  de  cette  nature  qui 
existe  au  monde.  Enfin,  la  présence  d'une  répulsion,  proportion- 
nelle à  la  distance,  offre  aussi  des  difficultés.  A  cela  on  pourrait 
objecter  que,  peut-être,  l'expression  de  la  force  dans  le  mouve- 
ment s'opposerait  à  des  mouvements  dans  lesquels  la  vitesse  et 
la  force  grandiraient  indéfiniment.  Je  note  ces  objections  qui  me 
paraissent  s'opposer  à  l'adoption  d'une  loi  d'action  de  la  matière 
sur  la  matière,  point  matériel  à  point  matériel  et  je  continue. 

On  peut  trouver  l'expression  (5)  de  la  force  en  se  passant  de  la 
fonction  potentielle.  Le  calcul,  en  effet,  n'est  pas  complètement 

rigoureux  à  cause  du  terme  en  —  qui  grandit  indéfiniment  quand 
/'  tend  vers  zéro. 

Cherchons  alors  directement  à  trouver  une  fonction  F(r)  telle 
que  Ton  ait 


(6)  /Y: 


F(,-) 


/•2-!-a2— pî   zdordr         !\I     i 


•>.- 


Les  limites  et  les  notations  étant  les  mêmes  que  pour  Tinlé- 
grale  double  précédente,  le  cosinus  de  l'angle  de  AM  avec  O.r 
étant 

— , 

l'écjuation  (())  jieut  s'écrire 

I  jV ir)(  r^  -+-  r/2  —  p2  ) p  cfp  dr  =  ^- , 
ou   bien 

/     <ly   i  p  1-7  z-)^ /•!-+- r/î  -  pî^//-  ;-  /      d'^  j  '       pl'(/)(/'2  (,/=- p-^  ),//•=  ^. 

'    II,         •    «      0  ■    <l  •    p  —  <l  '" 


-  111  - 

Dérivons  celle  équation  par  rapport  à  Pi,,  il  \icnt 

-/  p llu;dr-r-  j- .F(/-)f//  =  -  -— — . 

-'«-Il,  ''I  .'h,-,,  '^2  -  '^^i  ^i 

Dérivons  celte  équation  par  rapport  à  «,  on  obtient 

q F(rt-R,) .F(./^R,)—   /  F(r)c/r 

H j^^^ F(«  +  Roi^ — F{K.2-a)~  I  --F(r)dr  =  o, 


OU  en  divisant  par  2« 

.rt4-R 


'^-tl..F(«^R.;-fL:--^F(«_R.)^-Lr"^"'F(.y/- 


F(«--R,)-- ^^^F(R,-«)+  -^   r   '      F(/-)rf/-, 

ou  bien,  en  développant  le  premier  membre  en  série,  suivant  les 
puissances  de  R, , 


(7) 


(        W  \'^'  F""«  »-  X  F"(  «)-•  •  .1-K  ■2F(«)+  RJ  F"{a)^. 
I  -I-  j^r^R.FCa)^  ^F'(«)+...1=H(R,.«), 


en  représentant  par  II  (R^,*?)  le  second    membre  de  léquation 
précédente.  Celte  équation  (-)  peut  s'écrire 

(8)  K(rt)  -^  R2  S(«)-f-...  =H(Rj,rt). 

Dérivons  l'équation  (8)  par  rajiporl  à  R,,  (jn  u 

2R,S,«)-^...==^^  j^-,. 

En  faisant  R,  =  o  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  R,, 

on  en  tire 

S(«  )  =  o. 

Formons  cette  équation.  C'est 

aF"'((i)-^  \F'{<i)=--o. 


On  en  lire 


11-2 


F(a)=  — +Ba  +  C, 


A,  B,  C  étant  des  constantes.  En  partant  de  cette  expression,  on 
trouve  très  aisément  que  l'on  doit  avoir  G  =  o,  A  =  —  BR^.  On 
retrouve  l'expression  (5)  en  posant 


B  =— a. 


3.  Considérons  maintenant  deux  espèces  de  matière.  Suppo- 
sons la  matière  de  la  première  espèce  groupée  entre  deux  sphères 
concentriques  de  rayons  /■,  et  r^  et  la  matière  de  la  seconde  es- 
pèce entre    deux  sphères  de  rayons  R,,  R2,  concentriques  aux 


Fif 


précédentes  et  supposons  tout  le  système  primitivement  au 
repos  (/o-.  3). 

Soit  A  un  point  matériel  infiniment  petit  de  la  seconde  espèce 
de  matière,  à  la  distance  OA,  dv  son  volume,  p  la  densité  de  Ja 
matière  de  la  première  espèce,  p'  la  densité  de  la  matière  de  la 
seconde  espèce.  L'action  totale  des  deux  portions  de  matière  sur 
le  point  A,  à  l'époque  initiale,  doit,  en  vertu  des  mêmes  considéra- 
lions  <|ue  dans  le  cas  d'une  seule  espèce  de  matière,  èlr(;  de  la 
forme 

Or  ra(li(jn  de  la  matière  de  la  seconde  espèce  sni  le  point  \  csl 
déjà  de  cette  forme.  Il  en  sera  donc  de  même  de  lacllon  de  la 
matière  d<;  la  première  espèce  sur  le  point  A.  On  est  donc  eu 
soiiiMH'  ramené  à  eliercliei  une  lui  d  action  eiil  ic  deux  |ioii)l>  ina- 
Ic'riels.  telle  (|iie  I  action  (I  une  |ioi'lion  de  matière.  ('oni|)nse  entre 


—    l\A   - 

deux  sphères  concealiiqiies  sur  un  jiuint  à  l'extérieur,  soit  inver- 
sement proportionnelle  au  carré  de  la  distance,  et  cela  quelles 
que  soient  les  deux  sphères,  pourvu  que  le  volume  qu'elles  com- 
prennent reste  le  même. 

Soity(;')  la  fonction  potentielle   correspondant  à  cette  attrac- 
tion. L'intégrale 

ffjfir)dv', 

en  reprenant  toutes  les  mêmes  notations  que  quand  le  point  A 
est  à  l'intérieur  de  la  portion  de  matière,  devra  être  de  la  forme 


-  +N, 


et  l'on  aura 


If- 


/<")^^-  =  r,("-4 


Supposons  d'abord  a  >R.2.  L'intégrale  devient 


ou  bien 


i  [d;(rt  +  R.,)  —  'M«  +  t^i)]  —  /.(«  -H  R>)  ^  /.(«  -h  R,  ) 

_i  [^(a  —  R,)  —  '}^(a  -  l\i)\  +  y{a  —  R.)  -~  y(a  -  R,)- 

On  devra  donc  avoir  l'équation 

1  [^(a  --  R.2)  —  '!(«  -^  Ri)l  -  X(«  4-  R,  )  +  /.(a  +  Ri) 

_i[^(a_R,)_j;(a-R,)]+y(a  — R2)-/(«  — Ri)=  —  /--f-NV 
a  j       A- ^  f^  '       -ir:  \a  / 

Multiplions  par  a  et  dérivons  par  rapport  à  a,  il  vient 


N 


n,[-l'{a  +  R2)  -f-  x'ia  -  R2)]  -  /.(rt  -^  R.)  +  x(«  -  Ri) 

-  R,[y;(a-+-R,)-T-y;(a-Ri)]  +  x(«  +  '^i)-7.(''-»^i)=  ~ 

En  dérivant  encore  une  fois  par  rapport  à  a,  on  obtient 

i  l\2[y;'((i  -t-  R2)  -H  x''(«  -  «2)1  —  z'I»  +  R2)  +  /'{(i  —  Ro) 

^        !         =  R,  I  y^'ui  4-  Ri  )  +  /."(rt  —  R.  )|  —  /.'(f/  +  Ri  )  -I-  //(rt  —  R,  ). 
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Dérivons    l'équalion  (9)  par  rapport  à   K,   en  considérant   1^ 
comme  fonction  de  R,  fonrnie  par  l'éqnalion 

R|  —  Rï  =  R\ 

d'où 

dRj  _  Rf 

rfR,  ~  R|' 
On  obtiendra 

/"(g -4- R,  )  —  /;"(«  —  R.)  _  -/S'(('-^  Ri)  —  y"'(a  —  R,  ) 
^""^  r/  ~    '  Ri    ' 

Dérivons  encore  cette  écpiation  par  rapport  à  R,,  on  a 

/  n^l/'Ho  ^  R2)  -+-  y"i"  —  Ro)]  —  y"'(a  -4-  R-.)  -^  y"'(n  —  Ro) 

^"^     )  R,  [^■v(a  +  RQ  -  x'Ma  -  R,)]  -  -/"(a  +  R.  )+  y'"(a  -  R,  ) 

{       ~  R\ 

En  dérivant  deux  fois  par  rapport  à  a  l'équation  (9),  on  a 

RîlX'H"  +  R2)  -+-  y'U«  —  ROJ  —  "/'"(«  +  R2)  +  /.'"(«  —  Ri) 
=  R,  [  /■v(rt  -+-  R,  )  +  y  .V  (a  —  R,  )]  _  y '"(a  4-  R,  )  H-  X'"  («  —  R I  )• 

En  comparant  celte  équation  avec  l'équatiou  (1  1),  on  voit  (pie 
l'on  aura  séparément 

R2 [  y," (ri  -1-  Ro  )  +  /'^  (a  —  Ri  )J  —  /"■  (a-^Ri)-h  y^'ia  —  R-. )  =  (>. 
R,  I  y^^u,  +  R,)  -+-  y:'{n  -  Ri )1  -  •/."(«  -^  Ri )  -H  /.'"(^  -  Ri )  =  o, 

c'est-à-dire,  en  somme, 

(r?.)       r[y'Ha  -+-  r)  -4-  y'H/i  —  r)]  —  y"' {a  -+-;•)-(-  y"' (a  —  /•)  =  o, 

/■  étant  plus  petit  que  a. 

En  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  /•,  on  ohlieiil 

(1  ■{  )  7;  (rt.  -+-/•)  -H  yHa  —  r)  =  o. 

En  dérivant  cette   ('(pialion  successivomcnl  pai-  rapport  à  /   cl  à  (f, 

r)ri  oUlicnt 

yy(a  -H  /■)  —  /"(n  —  r)  —  o, 

y^^ia  -\-  r)  -+-  y"(n  —  /•)  =  o, 
d'où 
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A  étant  une  constante.  L'équation  (li)  donne  A  =  o.  On  a  alors 

r(/-)  =  B, 

■/"'{/•)=  B/--f-G, 

B  et  C  étant  de  nouvelles  constantes.  En  portant  ces  valeurs  dans 
l'équation  (12),  on  voit  qu'elle  est  identiquement  satisfaite.  On  a 
alors 

y"(r)=  -  r'-  +  G/--i-D, 

r>  /-< 

y'  {r)=  -    /•»  -+-  -  r^-^Dr-hE, 

D  et  E  étant  de  nouvelles  constantes.  Portons  ces  valeurs  dans 
l'équation  (9).  Elle  devient 

-(a  +  R,)2+G(a-H  R2)-i-D  +  -  (a— Ra)^  +  G(a  —  R,) -i- D 

B  G 

—  -  (a-hR^y (a-4-R2)2— D(rt^  R2)  — E 

+  I  (a  — R2)3h-  -  (a  — R2)2  +  D(a  — RaX+E 
=  R,  r|(a  +  R,)2-^G(aH-R,)  +  D  +  -(a  — R,)-+G(rt— R,)-!-d| 

—  |(a  +  R,)3_  ^(a+  Ri)2_D(«  +  R,)-E 
-f-|  («  — R,)''-H-  («  — R,)2-)-D(rt-R,)-f-E, 

ou,  après  simplifications, 

|B(Ri-RÎ)=  I  BR3=o. 

d'où  l'on  déduit  B  =  o. 
On  a  donc 

y"(r)^Cr+D, 
d'où 

l> 

et.  par  suite, 


—   IIG  — 

Oa  trouve  iallraclion  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
comme  seule  solution. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait  r/  <;  R|.  Reprenons  les  cal- 
culs. L'intégrale  double  devient 

/  ro(<7-i-p)  «(p  (7)p *-, 

,  /p,  « 

c'est-à-dire 


-  [J/(«  -I-  R2)  —  'hKn  -^  Ri  j]  — /.(«-^  R2)-t-  x(«  -^  Ri) 
—  -  r-]/(R2  — «)  — •i/(Ri  —  a)]  — 7(R.,— r7)-^  y(R,_rt). 

On  a  donc  l'équation 
-  [J>(«-+-  R,)— ■i/(a^  R,)l  — x(«-i-  R-2)  +  /.(«  -i-Ri) 

-^[4/(R,-«)— }(R,-«)]-X(R,-«)+/(R,-a)=.^('^^-f-NV 

Multiplions  les  deux  membres  par  a  et  dérivons  par  rapport 
à  r/,  il  vient 

Rj  [  /_'  ( R.  ^-  ^  )  +  /_'(  R2  —  ro]  —  yja  ^  R.,  )  -  /_ (  Ro  —  a  ) 

-  R,  [/'(  R,  +  a)  -^  /.'(Ri  —  «)1  -4-  x(«  +  R,  )  -f-  /  (  R,  -  rr  )  =  -^  . 

Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  r/,  on  obtient 
)  R2t7."(R2  +  «)  — y;(R2- a)]- ■/;(R2^ «)+/;( R2-«) 

^'^^       i  =R,fy"(R,-f-a)_y;(R,_«)]_y'(R,  +  rt)  +  y'(R,^a). 

Dérivons  cette  équation  |)ar  rapport  à  H,  en  considérant  H^ 
comme  fonction  de  R,.  de  même  que  l'on  a  tait  précédenunent. 
On  obtient 

.  /"(Ra-4-«)-yJ"(R2-«)  _  y"'(R,-Ha)-x'"(R.-a) 

"^^  R2  R, 

Dérivons  encore  celte  éf|uatioii  p;ii-  rapport  à  H,,  on  a 

(  R2[/■'(R^-^-a)-x'MR2-<?)|-x"'('^»-^-«)-^-y"'(R^-^> 

Ri 

(lO)     ■ 

_  R,[/"(R.-f-«)  — /'^(Ri    -g  »1  -  y;"(R,-t-a)-+-y;'(Ri-  ^<  > 

"  15; 
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Dérivons  deux  fois  rétjualion  (i4)  |>3r  rapport  à  a,  il  vient 

=  R,  [/.'^  R,  -+-  «)  -  /,'^(K,  -  a  )]  -  ■/"■(  R,  ^-  a)  +  y"\K,  —  n). 

Kn  comparant  celle  équation  à  l'équalion   (lO)   on   en   dédiiil 
que  l'on  a  séparément 

R2 [x'H  Ri^  «)  —  ■/."( R2  —  «)]  -/."'(R2-^  «;  -<- y/" (R2—  «)  =  o, 
Ri  [/." ( Ri -^  « )  —  /.'^ ( Ri  —  «!)]  —•/.'"( Ri  +  «)  -^  /"C Ri  —  «  )  =  o. 

c'est-à-dire 

(17)       /•[ 7'^(rt  -V  /•)  —  x"( r  —  a)]  —  y"'{r  -h  a )  -h  /'" (  /■  ~  « )  =  o, 

/•  étant  supérieur  à  «.  Dérivons  cette  équation  par  rapport   à  /•, 
on  a 

7  V  (,--;_«)  —  7;  (  /•  —  rt  )  =  o, 

on  en  lire 

•/;■('•)  =  0, 

7;(r)  =  A, 
/■^(/■)  =  A/-  -t-  B, 

y'"  (r)  =  -/-2-f-B/-  +  C, 

A,  B,  C    étant  des   constantes.   En   subslituanL  ces  valeurs   dans 
l'équation  (i  y),  on  a 

rfA(/--+-a)-f-B  —  A(/-— a)—  B]  —  -  (/--Haj^— B(/--T-a)  — G 

-I (/•  —  a)"--f-  B(  /•  —  a)  -(-  C  =  o. 


ou  bien 
d'où 

On  a  donc 


—  2Ba  =  o, 
B  =  0. 

y"'ir)=  -  r^-hC, 

y"(r)=  4  '-^  VCr-i-  D, 
b 

7'  (  /•)  =  — -  /-  H r-  -f-  l>  /•  -+-  h. 

I)  et  E  étant  de  nouvelles  constantes.   En  substituant  ces  valeur: 
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dans 

r 

équ 

ation 

(•4), 

on  a 

R2 

A 

"6 

(R2 

+  a)3 

-hC(fl 

i,+  «) 

A 

24 

(R2  + 

«)V_ 

2 

D—  ^(Ro— «)^  — C(Ra  — a)  — d] 
rt)2—  D(R2-r-r?)  — E 

^  A  (R,_  «)*-+-  -(R,  — a)2-r-D(R,— a)H-E 
24       -  2        ■ 

=  Ri  r|(R,-i-a)3  +  C(R,  +  a)+D-|(R,-«)'-C(Ri-«)-Dl 
—  4  (Ri-^«)*—  -(Ri-^rt)"^—  D(R,  +  rt)— E 
^-  A(R,_a)i+  ^(R,_«)2^D(R,  — a)+E, 


ou.  en  simplifiant, 

ou 

d'où 

on  a  donc 

d'où 

et 


2^Ria=^KÎ. 


2  A    „ 


A 


y"{r)=  G/--1-D. 


On  n'a  d'autre  loi  d'attraction  que  celle  de  Newton.  Ainsi,  un 
point  matériel  d'une  espèce  de  matière  en  repos  attire,  suivant  la 
loi  de  Newton,  un  point  matériel  d'une  autre  espèce  de  matière 
également  en  repos. 

1.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  l'aclion  de  deux 
points  matériels  en  mouvement  l'un  sur  l'autre. 

Soient  deux  points  matériels  infiniment  petits  quelconques  M 
et  M',  dv  le  volume  infiniment  petit  de  M,  f/r'  le  volume  infini- 
ment petit  de  M'.  Il  est  clair  que,  si  l'on  représente  par  (V)c/vdv' 
la  force  provenant  fie  l'action  de  M'  sur  M,  le  segment  (K)  forme 
avec  le  segmeni  MM' et  les  serments  rcprc'scnlant  les  vitesses  <les 
points  M  cl  M'  un  svsième  in\ariiil)le.  .l'admellrai  que  ce  segmcnl 
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(F)  forme,  avec  MM'el  le  segmenl  MN  représentant  la. vitesse  re- 
lative de  M  par  rapporta  M',  un  système  invariable.  Soit  alors  Ml 
une  perpendiculaire  à  MM' dans  le  plan  NMM'.  Le  segment  (F) 
sera  situé  dans  le  plan  NMM',  et  si  l'on  désigne  par  «,  et  ^,  les 
projections  de  ^IN  sur  MM'  et  MI,  par  /■  la  distance  MM',  ses  pro- 
jections sur  MM' et  MI  seront  des  fonctions  de  a,,  b^.  r  que  nous 

désignerons  par 

/(rti,  6,,  rj, 

Gela  posé,  revenons  à  laclion  d  une  portion  de  matière  com- 
prise entre  deux  sphères  concentriques  sur  un  de  ses  points  A. 
Reprenons  les  notations  adoptées  {fig-  4)- 

Nous  avons  vu  que  la  vitesse   d'un  point  quelconque  M   était 


C 
placée  sur  OM  et  y  avait  pour  projection  —  >   p  désignant   la   dis- 
tance OM,    Vj  étant    une    fonction    du    temps.    L'accélération    du 
point  A  est  placée  suivant  OA  et  y  a  pour  projection 


^  j_  _     Ci 
dt   a-  «5 


Pour  avoir  la  force  provenant  de  l'action  de  la  matière  sur  A 
il  faut  multiplier  cette  accélération  par  o,  dv,  p,  étant  la  densité 
de  la  matière  et  ck'  le  volume  infiniment  petit  du  point  matériel  A. 
Les  quantités  «,  et  ^,  contiennent  G  en  facteur.  Donc  on  voit 
que.  pour  trouver  le  terme 


— r-  pi  rh\ 
II" 


il  faut  prendre  dans 

J'yax.h^.r). 

des  fonctions  homogènes. du  second  degré  en  </,  el  A, 


—   I£0  — 

Admettons  maintenant  que  les  fonctions /et  cp  soient  dévelop- 
pables  en  séries  suivant  les  puissances  de  <7,  et  b^,  on  voit  que 
ces  fonctions  devront  être  de  la  forme 

Remarquons  maintenant  que  si  Ion  change  ^,  de  signe,  «i  res- 
tant le  même,  la  fonction  /(«i ,  ^i,  /')  ne  doit  pas  changer,  tandis 
que  la  fonction  'f  («i ,  ^t ,  i')  doit  changer  seulement  de  signe.  On 

aura  donc 

•t'i('')=o,         /i(r)=o,         ç>,(/-)=o. 

Les  termes  obtenus  dans  l'intégration,  qui  donnent  l'action  de 
la  portion  de  matière  sur  le  point  A  en  prenant  les  fonctions 

«?/(7-)  +  ^î  ?('•)' 

donnent  des  termes  en  C-,  qui  ne  peuvent  par  conséquent  se  ré- 
duire qu'entre  eux,  et  par  suite  on  devra  avoir 


/// 


J[«f/(,V  +  6J'^(r)JcosA  +  «i6,-M/-)si.iAjrf.'=-^^  +  ^^ 


Nous  allons  développer  cette  intégrale 

Soit  fJ  l'angle  MOA.  Soient  a  l'angle  de  la  vitesse  relative  de  A 
par  rapport  à  M  avec  AM,  V  la  grandeur  de  cette  vitesse  relative. 
On  trouve  sans  peine 

a.  =  Vcosa  =  —-, —  [/--(rt^-r-  p^  )  —  (a-  ■■  -  p-)(a-' —  p^  )|, 

•.îa'p-'/'  ^     ^  ^    '  '      ' 

V2=  -r-7  \r-^aù^(a^-  ù^}[n  —  pli. 
V2sin2a=  ^_^^^(aï_p3)2[_,-4-+-,.,-2(a-^-^p2)-(«-^-pîr-], 


sinO  =  /—  '"■'-'r  ar^fa^-h  p'M  — (a*  —  p^)*, 

■lao  ' 

/•2-1-aî— p2  .     .        psinO 

rosA  =  !— ,  siiiA  =  i- , 

2.ar  r 
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cl,  par  suite, 

X  (/•'-+-  a-  —  p"2  )/(/•)  fl?p  dr  d'I , 

C- 
l>-\o(r)  cos  A  dv'  =  ^      ",    ,  [—  r*  -+-  -i.  r^-  (  «2  ^  pS  )  _  (  a^  —  p2  )2  I  (a-'  —  p»)^ 
Sa^p*/--  '  r    '   J^  i    ' 

x(/-2-i-fl'2 — p"-  )rD  {/•)  dpdrd'l, 

«,6,<^(/-)sm  Ac/p'=        g   ^-;„  [—  r*-h  2/-2(a--t-  p*)  — (rt-^— p2)2  |(a'' —  p^') 
X  [ /••■'  (a»  -1-  p3 ,)  —  (a-^  —  p- )(«*  —  ?^ )  J  'lir  )  dçjdrd<l>, 


d'où  II  suit  que  l'on  devra  avoir 

I  X   [—/•*-+-  •2/-2(a2-^p2)— («2—  p2)2] 

('^)  '.  X  (/•"-!-«-— p- )  oi(/- )  —  (a^— 0=') 

I  X  [ —  /•*—  ■>./■-('/-  -+-  p-  j — (a- —  p-y- 1 

[  X   [/•2(«3^   p^(-(V/2—p2)ff,3_   53)]  ,!,,(/.)    [!^- 


en  posant 


Ain  =  --T>^. /('•), 

O  y  1  /  - 


Dérivons  l'équanon  (i8)  par   rapport  à  H,    en  tenant  compte 
de  l'équation 


</Rî  _  Rf 
rfRT  ~  RÏ 

XXIV. 


—  122 
il  vient 


X  (  ,-2  _^  a2  -  R?  )/,  (  ,•)  -f-  (  a3  -  Rf  T- 
X  [—/•''-}- 5! /•2(a2^R2)  —  («-—Rf>-I 
X  (/•-'— «2— Rf)cp,  (/•)-+- (a3—  RJ  ) 

X   [-/•*+  2/-2(«2+R|)_(rt2_R2)2J 

X|/-2(aï^-  Rî)_(a2_R|Kr^S— Rf)ld>,(/-){  -È' 

"^Ir  f        |[(/-M«='-T-R;i:i-(«2-Ri)(«^-R?)I 

x(/••2-^  «2  — R.2)/f(/-)^(a-'— R|)2 
X  [-  /•■•+  y-r^ia^--  R^)  — (rt-î— R|)2] 

X  {—r'^xr'^in''--^  R|)  — («■•^—  R^)^] 

X  [/•^(«•'-^  Rî  )—(,«•■'—  R-^  i(a»— RDl^/iir);  -^ 

=  f^«F'(R,>. 

MiiIli|)llons  les  deux  membres  de  celle  équation  par  V\\.  Alors 
dans  le  premier  membre,  supposé  ordonné  suivant  les  pmssances 
deR,,  les  termes  jusqu'au  sixième  degré  ne  peuvent  provenir  que 
de  la  première  intégrale  et  par  suile  seront  égaux  aux  produits 
de  a*  par  des  constantes.  Nous  allons  les  calculer. 

Dans  la  jjremière  intégrale,  la  quantité  comprise  entre  les  pre- 
mières parenthèses  j  !  doit  èlre  développée  suivant  les  puissances 
de  R,  jusqu'à  la  cinquième.  On  obtient  ainsi  comme  coefficient 
<ley,  (r)  l'expression 

,,r,,  ,.2_  ^,2)2  (^i_^_  rtî)  -f-  aK[2(/-^—  a*)  —  (  r-î  —  a2)2]  Rf 

-t-urt»(/-i  — ai)(/-î-^a2)Rî-)-a6[/-2-4-rt2_.,  ^;.2._  „2)|  rv 

I  (•  coi-iliciiiMil  de  'i,  (/)  sera 

—  /'/'"M  /-î  -r^  r/î  )  (  /-i—  a2  )2  ^  a^  [(  /-s  —  a2  )'>■  -•-  2(  /-^  -+-  <^/'^  )'  J  Rf 

•^  «3  (  r2  —  «î  )2  (  ,-2  _^  „2  ,  R  3  _  3  „G  (  ,.2  _^  ^2  )  \\  | 

.>,a''  |(  /•-  —  a-  j"-  •   a(  /•*  H-  a-  )'-  J  K  J. 
Le  foeriiciriil  de  'i,  (  /•  )  sera 
-  a«  ^  /-î    -  .a2  ;t       ./«  [  -2  (  /-v  -„'>)  — y  r-i-    a"-  f  \\\\—  >.  a»  (  /••»  -    rf'^  )2  R  ^ 
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On  a  ensuite  les  formules 


R? 


f  r^f(r)dr  =  a  H)  «'^/(«)h-  -^  \3oa*f(a)-r-  lia- f  (a)  +  a^/"(a)] 


60 


.  «  +  it 


[ 36o a2y(aj  ^_  480 «3/' («) -f- 1 80 a*/"  (a)-l- A-i  «5/'" (a) -h  ««/'^  («)| 
R? 


«-R, 


^  [24/(aj-^96a/'(«)-^  72aV"(«)-^  i6a3/"'(a)-  «-/'Ma)], 


/  '-fKr)dr  =  2R,«2/(a)+  — ^  [2/(0)^  4a/' (a.)-^  ««/"(a;] 

Il  —  K , 


60 


.«-i-U, 


[la/'Ca)-  8a/"'(a)+  ayv(«)], 
R3  R5 


«       I!, 


En  se  servant  de  ces  formules,  on  aura 


-+-  T  a8Rf  [28/,(a)^  3'ia/',  (a)-4- 8ay;(a)], 


,rt-)-R, 


(c«  -1-  Il  ,  ^, 

«6  Rf  [2(/-i  _  a^  )  ^  (/•■î  -  a^  )2]/i  (/■) dr  = -- a^R\  [/,  («»  -^ oJ\  (a)], 

f  2aSRf(r*-ai)(/-2^  a2)/i('-)^'-  =  -ô"  «"RU5/i(«)^  2a/',  («)], 

rt-K,  ^ 

•  «  -  R , 

/  Rj[4a5(/-2-t-a2)— 2a3(/'4— ai)]/,(/-)^'=i<>^t"Rî/i(a), 

•/fj-R, 

•Ai-R,  '  ^ 

—  -  a*Rf  [28<ot(a)-i-  yiao\{a)-^  8a-ç'i  (a)J, 
/  Rfa«f?.(/-2-Ha2)2-H(/-2— a2)2]<ï),(r)rf/-  =  i6rtioR3ç,(rt) 

»^«— R, 

g 

-H  ~  a8Rf[5œ,(a)-f-4aœ',(a)-h«2!s';(a)], 


-  124  — 
et 


—  {«fi  R}(/-2-r-  rt2)(P|(r)rf/-  =  —  i:ia»Rl'^i{a), 

..-R, 
-d  +  R, 
/  —  'ia-*[2(/-2+a2)2-f-(/2—  o2)2Jts,(/-)fl^/-^—   i'i  u"  R«  (P ,  («) . 

^^«— R, 

«-R, 

»^rt  — R, 
^a  +  R,  g 

/  —    ian/-2—  a2)2R3^,(,.)^,.  :^_  «7  R6  ,!,,(„). 

fl  — R, 
„n-l-R, 

/  [2a3(r2— a2)2^4a5(r2-!-a2)]R54/,(/-)fl^i-  =  i6«"Rî4',(a). 

•^^a  —  R , 

On  en  déduit  les  équations 

i/i  -f-  «/'i  —  2  <f  1  -f-  4-,  =  -  T 

28/,  -h>.'2a/;-+-3a2/';-+-2[_',o,_4açp',  -r-rt2  3,;'  I    :.    î  |',t|/,    ^-ai{/',  1   --:   -1, 

A,  B,  il  élîMil  (les  constantes.  On  en  lire 
Cette  équation  peut  s'écrire,  d'après 

(le  la  manière  suivante  : 


d  où 


{\Hfii       --  «  —  --     I  /t'/\  ( ft  )  -h  (ut''/\{  n)]. 


4 


D  étant  une  nouvelle  conslante.  Ou  a  ensuite 

d'où 

2B  G      ,        Da2 

et 

^  ,    ,       2B   I         Ci         D    I  E 

E  étant  une  nouvelle  conslante.  On  a  ensuite 

A         B   I         Ci         d    I         El 

'  rt>  5    a  "^    16    a-         ï   a'*        a^ 

11  faut  porter  les  valeurs  dej\{r),  ^i{r),  ^i(/")  dans  l'équa- 
tion (18)  et  voir  si  l'on  peut  disposer  des  constantes  A,  B,  G,  D,  E 
pour  j  satisfaire. 

Prenons  d'abord  dans/,  (/■),  ^\{r),  '\>\{r)  les  termes  en  E. 

E 
Je  calculerai  dans  l'équation  (18)  le  ternie  en  -• 

Il  faut  alors  y  faire 

/>('•)=      ^' 

4'.('-)=      ^• 
On  a 

-^/•4(a2—  p2)(«'+   p3)2_2/-n«2—  ?-)(«•'—  ?•')(«'+?») 
^'9)      1  ^_  ,.2(f^2_p2)2(«3_p3)2_,,^,.2(rt2_p2)2(rt3_  p3)(a3+  p3  ) 


+  (a2-p-^)>(a3-p3)2. 
De  même 

(a3_  p3)2[—  /•■•  -+-  2/-2(a2+   p2)_(rt2_  p2)2j  (^a2—  p2  H-  7-2) 

=  _rfi(r/3_p3)2_f_.,/.4(rt2_^-p2)(rt:5  — p3)2_/-4(a2_p2)(rt3_p;tV2 
(19    us)    ,  -+-2/-2(a2+p2)(rt2_p2)(,,:i_p3)2_,.2(rt2_p2V2(a3— p-'V^ 

—  («2—  p2)3(rt3__  p:i)2. 


—  h2G  — 
et 

/    («3-   p3)[_,.i_^  2,.2(V?2^p2)_(rt2_p2)2][,.2(rt3_^.   p3)  _  ^«2  _  p2)  («3  _  p3^] 

\  =_,.6(rt3_^p3)(rt3_p3)  _|_2;-n«-H-  p-)^«^-+-  P^)  (a^—  P^) 

<^'9    '^')       1  _^_^4(^2._p2)(a3_p3)2_,.2(a3^p3)(«3_p3)(a2_p2)2 

—  ï/-2(a2H-  p2)(a2—  p2)  (a3_p3)2_^(rt2_   p2  )3  (  «3  _  p3  )2. 

Désignons  par  ?/,,   «^^   '^j    les  premiers   membres    des    é(pia- 
lions  (19).  Il  faut  évaluer 


//'■ 


■X  Ui  —  «.)  -h  î  u>  do  dr 


J'évaluerai  donc  d'abord 

^  •>.  «1  —  U-i  -i-  }.  11^     ,  r^  -1  U,  —  U-,  -+-    >.  U:\ 


r""-T  ""'"■■  I 


dr. 

Il  -  ç,  -'p  —  a 

Je  prendrai  pour  fonction  de  /•  ayant  pour  dérivée  par  rapport 

à  /•  l'expression 

2  Ml  —  «2  -+-  2  «s 
7^ ' 

la  fonction  suivante  F(/')  : 


F(/-)=   9,(a3-+-  p3y-f  —  -.(<^-~  ?")(«=•-+-  p'jî -+-  i  («2  —  p2)^„3_p3^(„3_^  p3) 

—  ~   («2_p2^2(ft3_p3)2^_      J_(rt2_   p2  )2  (  ,,3  ^  p3  )  (  ^3  _^_   p3  ) 

—  7^   («2—  p2)3(rt3_p3)2_^((ï3_  p3)2,._(_   t   (  «2  _j.  p2  ^(^3—   p3  )2 
^  («2-   p2)(„3_   p3)2-H    ^   (rt2_^  p2)(rt2_  p2  )  (  „»  —   p3  )2 

—  ^3   («'-  P' )'(«'-  P'')'-    3^1   (a2-   p2)3(«3-p3)î 

—  .«.(as-i-  p3)(rt3_  p3^,.  _  _L  (rtî^.  p2)(^,3^_  p;i)(„:t_  p;i) 

—  ^.  (  a2  —  pi  )  r  «3  —  p3  )2  -t-   -^   (  «3  -T-  p3  )  (  ^/3  _  p3  )  (  ^î  _  pî  )2 


—   1^21  - 
On  en  lire 

F(a+p)  =  2(a5+p»)2(«  +  p)  —  2{a  —  p){a3+  ,3)2 

+  4(«  —  p)(a3_p3)(«3^_p.)_|(a_p)2(„3_p3^2_J__ 

-+-I(a-p)2(a3_p3)(«2_ap  +  p2)-|(a-p)na3_p3)2_l_ 

-+-(a3-p3)2(a  +  p)-^2(a2+p-^)(a3-p3)2— I__(a-p)(a3_p3^2 

_H|(a2  +  p2)(a_p)(«3._p3)2_L___l(a_p)2(«3_p3)2_L_ 

— -^(a— p)3(a3— p3)2- î —  2(a3-f-  p3)(a3_p3)(a-hp) 

(  '''^  "i~  ?  )' 
_4(a2_,_  p2)(«3_  p3)(rt2_ap  _^p2)_2(a_p)(a3_p3)2 

^|(a2-ap^p^)(«3_p3y«_p,2^|(a2  +  p2)(a—p)(a3-p3) -—!-—; 

^a-t-p;- 


ICrt  _p)3(«3_  p3)2 


(a-^p)2 


Si  l'on  réunit  les  termes  en  , r,  on   Irouve  qu'ils  se   ré- 

duisenl  à 

Si  l'on  réunit  les  termes  en  •.  on  trouve  qu'ils  se  réduisent 

a  -^  p  ' 

à 

(a3—  p3)2(a  +  p). 
On  a  donc 

F(a-^p)=  2a(a3—  p3)2_^.  4p(rt3_^_  p3)2_^.  4(  «  _  p  )  (a-8_  p3)(rt3_^p3) 

-t-l{a  —  p)^(a^-p^){a-^  —  ap-+-p^)-^ip{a^—?'^)^ 

—  2(a3-t-p3)(a3  — p3)(a  +  p)  — 4(a2  +  p2)(a3  — p3)(a2  — rtp-^p2) 

—  2(«  —  p)(a3-   p3)2  4_.2(^2_rtp_(_  p2)(«3_  p3)(rt_p)2^ 

ou  bien 

F(a^p)   =   4p(a3—  p3)'--+-4p(a3_|-p3)2_8p(«3_p3)(„3+   p3)  =   ,Gp7. 

On  trouvera  de  même 

F(a-p)=2(a3+p3)2(a  — p)  — 2(a-f-p)(a3+p3)2-^4(a-4-p)(rt3— p3K«^+?-^) 

—  ^(a-i-p)2(rt3— p3)(rt2+rtp-+-p2)-U-|(a  +  p)2(CT2-Hrtp-<-p2)(a3-Up3) 

—  |(«-i-p)3(a2-+-ap  +  p2)2-+-(a3— p3)2(rt  -  p) 

-1-  2(a2-H  p2)(rt3_p3)(a2-t-«p-|-p2)  —  (rt-+-p)(rt3—  ?3)* 

^  I  (a2^  p-')  (a -H  p)(a2^- a  p -H  p2)2  - 1  (rt.  ^  p)2(rt3—?')  (rt2_i_rt  p+pî) 

--î(«  +  ?)*(«^  +  «p  +  p^)-— 2(«*-^  ?')(«'  — p*)(«  —  p> 

—  4(rt2+   p2)(«3+  p3)(a2-+-  «p  4-p-)  —  2(rt  -f-  p)(rt3_  p3)2 

-^-f(«3-i-p3)(rt2-i-ap-i-p2)(a-^p)2-t-f(a^-F-p2)(«-i-p)(rt2_(-rtp+p2)2 

—  I  (  a  H-  p  )3  (  «2  _,_  ^f  p  _|_  p2  )2^ 


—  ms 


F ( rt  —  p)  =  —  4  p  ( «^ -^- P^  )- —  (  «  -i-  ?  )^  (  «- +  «  P  -I-  ?- )' 

-^•2(«'--hp-)(a-f-p)(«--r-«p-i-p-)- — (a-hp)-{a^ — p^){a--hap-i-p-) 
-h  -2 (a  -H  p)2  (a3  -h  p3)  (a^  4-  a  p  +  p^)  -!-  4  («  -i-  p)  (a^  —  pS)  («3  ^_  pS) 
_  2p(a3—  p3)2-i-  ^(as-^  p2)  («3_  p3)  (a2_u  ap  ^_  p2) 

—  -2  («3  -{-  p^)(a3  —  p3)(rt  —  p  )  —  4  («2  -f-  p2)(«3  -t-  p3)  (rt2_i_  a  p  +  p2) 

—  i{a  -+-  p){a^ —  p^)-, 
OU 

F(a  — p)  =  — 4p(a3-4-p3)2-i-(rt-+-  p)(«î-  p3)2-+-(a  —  p)(rt3_  p3)i 

—  ■2(a  — p)(<73-hp3)(a3—  p3)-(-4(a-4-p)(a3— p»)^a3-;-p3) 

—  ip(a^  —  p^)-  —  '2(a^-T-p'^)(a^  —  p^)(«  —  p)  —  2(«-i-  p)(,«*  —  p')- 

=  —  4p(rt3_i_  p3)2_  4p(«-J—  p-<)2-+-  8p(«3-t-  p3)(„3_  p3) 

=  —  i6p". 

Comme  F(/')  est  une  fonclion  impaire  de  /•,  on  aura 

F(p  — a)  =  i6p-. 
On  a  donc  à  évaluer 

rVp.    .     r^'dp  3a 

/       -!r32p^-l-/        — !^   X  O  =   —(rt'^—  Rf  ). 
•-  II,     I  «^  rt       ' 

Cl  par  conséquent  dans  le  premier  membre  île  l'équation  (i8)  le 
terme  en  E  est 

iGE      ,      ^., 

(20;  — ^(«3_R3). 

> 

Pour  avoir  le  coeflieicnt  de  lî.  il  faul  dahord  évaluer  l'inté^îrale 

r"''^"'-"^-^"v/-=F.(...  0). 

On  voit  aisément  que  l'intégrale  où  la  limite  inférieure  a  —  p 
est  changée  en  p  —  a  est  la  même,  car  la  fonction  sous  le  signe 
somme  donne  comme  intégrale  indéfinie  une  fonction  j)aire.  On 
voit  de  plus  que  celte  intégrale  est  une  fonction  entière  de  <t  et 
de  p  du  douzième  degré.  Le  terme  en  U  éianl 


H  /     F,^/.p)'J;f 


—   l-2i»  — 

on  aura  le  lenne  indcpenJanl  de  a  en  prenant  dans  F,  le  terme 
en  p'2,  ce  qui  fournit  l'expression 

(21)  ir(K|-Hf), 

et  Ton  aura  le  ternie  en  «■'  en  prenant  dans  F,  le  terme  en  o",  ce 
qui  fournit  l'expression 

(22)  B"a3(R|— Rj)- 

Pour  avoir  le  coefficient  de  C  il  faut  évaluer  les  intégrales 

i_,  ''^- '^'•=^^^^-^^' 

r^"^"  —  >  »i  —  Ui  —  <;  «3 

/  3:^71 ^r  =  *,(«.p). 

On  voit  encore  aisément  que  Y -yl^a,  p)  et  $o(^<7,  p)  sont  des  fonc- 
tions entières  de  a  el  de  p  du  onzième  degré.  Le  terme  en  C  sera 


On  aura  le  terme  indépendant  de  a  en  prenant  dans  Fat/?,  p) 
et  $2(^>  p)  'es  termes  en  p'',  et  l'on  aura  l'expression 

(a3)  G'Rî-+-G"R|. 

Le  terme  en  ci^  sera  de  même 

(24)  C"'rt3R>-)- C'^a3R|. 

On  verra  de  même  que  les  termes  en  A  et  D  fourniront  comme 
terme  indépendant  l'expression 

(25)  F'Rf^F'Ri, 
et  comme  terme  en  a^  l'expression 

(26)  F'rtSRjH-  F'^rt3R|. 
On  devra  donc  avoir  les  deux  équations 

1  —  ^R?H-  B\R|-  Rf)^-C'Ri  +C  RI  +F'Rj  --F''Rj  =0, 

\        ^       ^FV'iR^— Rf)-(T"R[^(:'vRi-i-F    RJ+F'vRî  =  ,. 
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les  quanlilés  B',  C,  C",  F,  F",  B",  C",  C\  F'",  F'^  élant  des  con- 
stantes. Remplaçons,  dans  ces  équations,  Ko  par  sa  valeur 

et  Ton  aura  les  deu\  équations  suivantes  qui  doivent  être  satis- 
faites quel  que  soit  R,  : 

_,G^R|-r-  B\R=»-r-  RJ)^— B'Rf-^CRÎ^C"(  R^-^R^' 

^  F'  Rf  -f-  F^  R*  ^  R^  )»  =  o, 
j  iM  +  B"(Rî-^  R?)'—  B"Rf^-C'"RJ  — C'v(R3-^R3)3 

\  -r-F"'Rf-^F'HR*-^RÎ)*=  »• 

Supposant  R,  ■<  R  et  de\eloppant  en  série  les  radicaux  tels  que, 
par  exemple, 

(«-«î>'="'h(l)T==-hi(T)--]. 

on  voit  aisément  que  tous  les  coefficients  devraient  être  nuls  et 
que,  par  suite,  il  est  impossible  de  satisfaire  à  la  seconde  des 
équations  (28). 

o.  Ainsi,  la  recherche  d'une  loi  d'attraction,  point  matériel  à 
point  matériel,  ne  conduit  qu'à  des  impossibilités.  Bien  que  cer- 
taines hypothèses  aient  été  faites  au  courant  des  calculs,  il  semble 
que  l'on  soit  plutôt  amené  à  croire  à  l'incompatibilité  de  la  lluidilé 
de  l'atome  et  de  l'existence  d'une  loi  d'attraction,  point  matériel  à 
point  matériel.  C'est  ce  que  je  vais  démontrer. 

Soit  un  atome  variable  de  forme  et  soient  M  et  M'  deux  points 
matériels  de  cet  atome.  Supposons-le  seul  au  monde;  le  mouve- 
ment qu'il  prendra  proviendra  seulement  de  son  action  sur  lui- 
même.  Soient  j:,^',  ^  les  coordonnées  de  M;  x',  j'',  :;' celles  de  M'; 
II,  r,  «V  les  projections  de  la  vitesse  de  M;  //',  *',  iv' celles  de  la  vi- 
tesse de  M';  u,  t",  (v  sont  certaines  fonctions  de  j^,^',  :;  et  it',  i',  w' 
sont  les  mêmes  fonctions  de  x'.,y',  :•'.  Soient 

\(x,y,  z,  t',j-',z',  II.  i\  tr,  // ,  f  ,  tr'  )  ;  </»  «/i  . 
\'  {x,y,  z,  x'.y,  z\  n.^•.^l\  li .  v' ,  w'  )  z  il\  il\' . 
X  (j\y,  z,  T.  y.  z'.  II.  »'.  II.  //'.  ^•' .  w'  )  ;  ^/i  (A 


—  i;ii    - 

les  projections  de  la  force  provenant  de  raelion  de  M'  sur  M,  ch 
étant  l'élément  de  volume  de  M,  dv'  celui  de  M',  o  la  densité  na- 
turellement constante. 

Les  équations  du  mouvement  sont 


o, 


du        dv         dw 

dx        dy         dz 

du 

dt 

du 
dx 

du             du 

'^     dy            dz    ~ 

dv 

dt 

dv 
dx 

dv             dv 

+  t' h  w  -—   = 

dy             dz 

dw 
dt 

d»> 
-  "  dx 

div            dw 
dy             dz       . 

I   f    f  \dx' dy' dz\ 


-fis 


Z  dx'  dy'  dz' , 


les  intégrales  triples  étant  étendues  au  volume  de  l'atome. 

Dérivons  la  première  par  rapport  à  x,  la  seconde  par  rapport  à 
j',  la  troisième  par  rapport  à  c- ;  on  en  tire  en  ajoutant 


(29) 


du  Y       (  dv  ,  • 
dx)   '^  \dy) 


dwY          du  dv 

du  dw           dv  dw 

— —  )   -1-  9.  _ 

i-  1  ~r-  —, i-  2  —. -, — 

dz  1            dy  dx 

dz    dx           dz  dy 

=///(^-^-fo-"-'-^ 


— f-j  ~r-->  ,  représentent  des  différentielles  totales  des  fonctions 
dx     dy     dz        ^ 

^X,  Y,  Z  qui  contiennent  J-\y.  z-  explicitement  d'abord,  puis  dans 

U,  V,   (V. 

Je  vais  montrer  qu'il  est  impossible  de  trouver  des  fonctions  X, 
Y,  Z  satisfaisant  à  cette  équation;  pour  cela  je  remarquerai  que, 
d'une  part,  les  fonctions  11,  *',  jr  ne  sont  assujetties  qu'à  la  relation 

du        dv        dw  __ 
dx        dy        dz  ' 

et  que  d'autre  part,  si  nous  supposons  ces  fonctions  définies  pour 
une  étendue  suffisante  de  l'espace,  on  peut  faire  varier  la  forme 
de  l'atome,  de  façon  à  rendre  arbitraire  le  contour  de  la  surface  à 
l'intérieur  de  laquelle  est  prise  Tinlégrale  triple  pourvu  toutefois 
que  le  volume  qu'elle  comprend  ne  varie  pas  ;  car  il  est  à  remarquer 
que  les  fonctions  X,  Y,  Z  peuvent  contenir  ce  volume;  ce  serait 
une  constante   caractéristicpie  dans  ces   fonctions.  Alors,  si   nous 
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précisons  les  fonctions  «,  v,  n\  l'équation  (29)  devient  de  la 
forme 

F(x,y,z)  =111  ^(^,r-  ->  x',y',z')dx'dy  dz\ 

F  et  <ï»  étant  des  fonctions  convenables  de  leurs  variables,  et,  si 
nous  précisons  alors  les  valeurs  de  x,  y,  z,  l'équation  précédente 
devient 


m 


]l{cr',j',z')d.r'dydz'=  K, 


K  étant  une  constante  indépendante  de  la  surface  limitant  l'inté- 
grale triple,  H  une  fonction  de  x',  )  ',  z'  convenablement  choisie. 
Je  dis  que  cette  fondiou  ne  peut  être  qu'une  constante.  Considé- 
rons, en  effet,  deux  points  M|  et  M^;  faisons  passer  par  ces  deux, 
points  une  surface  comprenant  le  volume  de  l'atome.  Si  j'aug- 
mente d'une  part  la  surface  d'un  petit  volume  i'  autour  de  M|,  et 
d'autre  part,  si  je  la  diminue  d'un  petit  volume  égal  autour  de  ]\L, 


l'intégrale 


fff 


li(x',y ,  z')  dx' dy' dz' 


s'augmente  sensiblement  ilc 
et  diminue  de 

^'n(x'.„y.,,z'.^}: 

il  faut  donc,  puisque  la  valeur  de  l'intégrale  doit  être  constante, 
que  l'on  ait 

U{x\,yi,z\)  =  n{x'^,y,,z',_). 

Donc  la  fonction  <I>  ne  devra  pas  contenir  x' ,  y,  z' ,  el  par  suite 

l'expression 

^       ^       f/Z 
dx        dy        dz 

ne  devra  pas  contenir  x' ,  y,  z\  ni  u\  v' ,  w' .  Or  elle  contient  les 
dérivées  des  rpianti tés  m,  v,  (v  au  |)remier  degré  seulement.  L'é<|ua- 
tion  (ic))  ne  pourra  donc  jamais  être  satisfaite.  c.  <>.  v.  u. 
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SUR  LE  PENDULE  DE  LONGUEUR  BRUSQUEMENT  VARIABLE: 
Par  M.   L.   Lecouau. 

Considérons  un  pendule  simple,  et  imaginons  qu'au  moment 
du  passage  parla  verticale  le  fil  se  trouve  brusquement  raccourci  : 
que  va  devenir  la  vitesse?  Si  l'on  applique  le  ihéorùme  des  quan- 
tités de  mouvement  en  projection  horizontale,  on  est  tenté  de  ré- 
pondre que  la  vitesse  linéaire  n'est  pas  modifiée  par  le  fait  de  la 
variation  de  longueur,  car  les  deux  forces  agissantes,  pesanteur 
et  tension,  sont  toutes  les  deux  verticales  à  cet  instant.  Dans  ses 
Leçons  de  Mécanique  élémentaire,  Delauna\  ,  pour  faire  la 
théorie  de  l'escarpolette,  a  supposé  que  les  choses  se  passent 
efTectivement  ainsi.  Cependant  le  théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  conduit  à  une  tout  autre  conclusion  :  en 
vertu  de  ce  théorème,  comme  le  moment  de  la  tension  par  rap- 
port au  point  d'attache  est  constamment  nul,  et  comme  celui  de 
la  pesanteur  s'annule  aussi  pour  la  position  verticale  du  pendule, 
le  moment  de  la  quantité  de  mouvement,  c'est-à-dire  le  produit 
de  la  vitesse  linéaire  par  la  longueur  du  pendule,  doit  demeurer 
invariable.  En  d'autres  termes,  la  vitesse  linéaire  doit  varier  en 
raison  inverse  de  la  longueur. 

Pour  éclaircir  cette  difficulté,  il  faut  envisager  d'abord  le  cas 
d'un  pendule  qui  se  raccourcit  dans  un  temps  très  court,  mais 
fini,  et  faire  ensuite  tendre  vers  zéro  cet  intervalle  de  temps. 
Nous  effectuerons  d'ailleurs  ce  calcul  sans  avoir  besoin  de  sup- 
poser que  le  raccourcissement  coïncide  avec  le  passage  par  la 
verticale.  Soient,  à  un  instant  quelconque,  /la  longueur,  0  l'angle 

d'inclinaison  sur  la  verticale,  w  la  vitesse  angulaire  -j  ■>  T  la  ten- 
sion du  fil. 

Prenons  la  masse  du  pendule  égale  à  l'unité. 

On  a 

T  =  ^  cosO-^  w2/— '-^. 

Si  nous  choisissons  comme  direction  horizontale  positive  celle 
qui  correspond  aux  valeurs  croissantes   de   0,  le   théorème  des 

XXIV.  lO 
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quanlilés  de  mouvemenl  donne,  pour  chaque  élément  de  temps  dt. 

rf(/cocosO)^-TsinGf//  =  o. 
Remplaçant  T  par  sa  valeur,  et  tenant  compte  de  l'identité 

-;—  ^'\n^(lt  —  cl  i  -r  sinO  )  —  ut  cosOt//, 
df^  \  dt  j 

il  vient 

cos6[f/(/oj)  —  (Of//]  -f-  ^'cosô  sinOr//  —  d  y-j  siiiO|  =  o 
ou  bien,  en  intégrant  de  ^,  à  Z^, 

C  '  1:211  d  { /Ho)  ^  g    f     cosOsinOf//  — r^sinol      =0. 

Si  l'instanl    /,    précède    immédiatement  et   si   l'instant   /o   suit 

immédiatement  la  phase  de  raccourcissement,  -y^  est  nul  pour  ces 

deux  instants,  ce  qui  fait  disparaître  le  dernier  terme.  D'autre 
part,  quand  l'intervalle  (■>  —  ^1  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même 

de  l'intégrale     /      cos^l  sinO*-/;.  Il  faul  donc  que  la  première  inté- 

grale  ait  aussi  une  limite  nulle.  Or,  en  appelant  A  une  quantité 
comprise    entre    la    plus    grande    et    la   plus   petite    des   valeurs 

acquises  par  — j-  dans  les  limites  d  intégration,  on  a,  avec  une 

notation  évidente, 

/      —7-  'li  I-  <"  )  =  A  [(  /-' i.j  )i  —  (  /-  O)  )i  I . 

On  conclut  de  là  que,  j)Our  /^  —  /,  =0,  c'esl-à-dirc  pour  un 
raccourcissement  instantané,  le  produit  l-ui  doit  demeurer  inva- 
riable :  c'est  précisément  ce  qu'indiquait  <i  priori  le  théorème 
des  moments.  L'erreur  commise  par  Dclaunaj  consiste  à  négliger 

l'intégrale  /  T  s\nH  dt^  sous  ju'élexie  (jue  sinO  tend  vers  zéro,  et 

sans  faire  attention  (pic  T  devient  cm  nicnic  lciiq)S  irilini.  Le  llu'-o- 
lème  des  moments  ne  nécessite  pas,  pour  son  application,  une 
discussion  semblable,  parce  que  le  moment  de  la  tension  'V  par 
rapp(Ml  au  point  «laltache  est  loujoiirs  rii^ourcusenwiil  nul. 
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Il  csL  intércssanl  <Jo  rechercher  à  quelles  conséquences  conduit 
ici  le  théorème  des  forces  vives.  Le  travail  élémentaire  des  forces 
appliquées  (tension  et  pesanteur)  est 

—  1  dl  +  gd( I  coi^) 
ou  bien 

£J_  dl  —  co'-  / dl  —  f;L  si n  0  c/O. 
at'- 

Si  le  raccourcissement  total  /,  —  i,  est  produit  dans  un  temps 
infiniment  petit,  le  dernier  terme  donne  une  intégrale  infiniment 

petite.  Le  premier  terme,  dont  l'intégrale  indéfinie  est  -  i-j-  )  , 
donne  un  résultat  nul,  puisque  -^  est  nul  au\  limites  d'intégra- 
tion. Il  reste  donc  seulement 

-    f    lo^ldl  =    f  '  (xjUdl. 

Mais  0)1-  =  oj,  /j  =:  lo.jl't.  Le  travail  total  est  donc 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 


■?. 


On  trouve  ainsi,  comme   il  fallait  s'y  attendre,  que  le  travail  est 
égal  à  l'accroissement  de  force  vive. 

Au  lieu  d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives  dans  le  mouve- 
ment absolu  du  pendule,  on  pourrait  considérer  le  mouvement 
relatif  par  rapport  à  la  direction  de  la  tige.  Le  travail  de  la  pe- 
santeur et  de  la  tension,  dans  le  mouvemcnl  brusque  dont  il 
s'agit,  resterait  le  même  que  précédemment.  Mais,  au  lieu  de  se 
traduire  par  un  accroissement  de  force  vive,  il  se  trouverait 
annihilé  par  le  travail  négatif  de  la  force  d'inertie  d'entraînement, 
c'est-à-dire  de  la  force  centrifuge.  Et,  en  eflet,  celle-ci  a  pour  va- 
leur absolue  o- /,  (;t  pour  travail  élémentaire  M-ldl. 
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J'ai  cru  devoir  insislcr  sur  celte  remarque  |)resque  évidente 
parce  qu'elle  montre  nettement  par  quel  mécanisme  un  système 
mobile  à  déformations  intérieures  ,  tel  que  l'assemblage  d'une 
escarpolette  et  d'un  gymnasiarque,  peut  développer  de  la  force 
vive  d'entrainement  :  le  travail  interne,  considéré  dans  le  mouve- 
ment relatif,  est  en  partie  employé  à  vaincre  les  forces  d'inertie; 
dans  le  mouvement  absolu,  ces  forces  apparentes  n'existent  pas, 
et  le  travail  qu'elles  absorbaient  se  transforme  en  force  vive  :  de 
telle  façon  f[ue,  pour  évaluer  l'accroissement  de  la  force  vive 
d'entraînement,  il  suffit  de  connaître  le  travail  des  forces  appa- 
rentes dans  le  mouvement  relatif.  Ajoutons  toutefois,  pour  être 
exact,  qu'on  doit  également  tenir  compte  de  ce  que  le  travail  de 
la  pesanteur  n'est  pas  le  même,  en  général,  dans  le  mouvement 
relatif  que  dans  le  mouvement  absolu,  et  cela  à  cause  des  change- 
ments de  direction  que  cette  force  éprouve  par  rapport  au  système 
entraîné.  Il  est  aisé,  en  s'appuyant  sur  ces  principes,  de  retrouver, 
par  une  autre  voie,  les  équations  auxquelles  je  suis  parvenu  dans 
ma  Théoi'ie  de  V escarpolette  (Association  française,  1894)' 


THÉORÈME  NOUVEAU  DE  RÉVERSIBILITÉ  ALGÉBRIQUE; 
Par  M.    Désiué  Andup,. 

i.  Il  a  paru  récemment,  dans  Y  Intermédiaire  des  Mathéma- 
ticiens, sous  le  n"  811  et  avec  la  signature  Iîuejvgeii,  une  (piestion 
intéressante  de  réversibilité  algébrique.  En  voici  l'énoncé  textuel  : 

Si  l'on  pose 

les  formules 

X  ~  Y  "  z 

do /m  eut 

/(X,Y,Z)  ^./•(Y,Z.\)  ^/(Z,X,  Y) 
.r  )■  z 

y  a-t-il  d' tilt  1res  exemples  analoi;iies'/ 

l'^ii  clicrclmiil  (le  Icis  exemples.  j";ii  ublcmi  un  lliéoiènic  gt'nérid 
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qui  en  fournit  une  infinité  :  celui  qu'on  vicnl  de  lire  n'csl  que  le 
premier,  c'esl-à-dire  le  plus  simple  d'enlre  eux. 

2.   Considérons  les  deux  suites,  de  n  nombres  chacune, 

^I  ?   *^'l  1   *^3  )    •  •  •  T     *  •  '  î    *^ tl  • 

Xl,      X.2,      X3,      .    .     .   ,        .    .    .    ,      X,;. 

Avec  les  nombres  de  la  première,  formons  le  rectangle,  de  n  co- 
lonnes et  de  n  —  i  lignes, 

X-i       T;i       J"v        T„  .Ti 

Xs       X',       X^        Xl  X-i 

et,  avec  ceux  de  la  seconde,  le  rectangle  pareil 

X.     X3     Xi     X„         X, 

X3     X,     X,     X,  X, 

\,l       Xl        \2        X„_2        X„_i. 

Prenons  les  déterminants  qui  se  déduisent  du  premier  de  ces 
rectangles  par  la  suppression  de  la  1  "'^,  de  la  2'',  .  . . ,  de  la  /i''""^  co- 
lonne, et,  après  les  avoir  alTectés  alternativement  du  signe  +  et 
du  signe  — ,  désignons-les  par  0,,  Oo,  ...,  o„;  prenons  enfin  les 
déterminants  qui  se  déduisent  du  second  rectangle  par  le  même 
procédé,  et,  après  les  avoir  affectés  aussi  alternativcmenl  des 
signes  -f-  et  — ,  désignons-les  par  A, ,  Ao,  ...,  A„. 

Le  théorème  général  qui  fait  l'objet  de  la  présente  Note  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —   6^/  l'on  (( 


on  a  aussi 


•"^l 

02 

X, 

-X,- 

•  ■  ~  x„ 

A, 

A., 

A„ 

— ^      ^~^      ,     . 

■ri 

x> 

X,i 

cl  li'cipror/uenicnt. 
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3.  Ce  théorème,  pour  /i  =  3,  nous  donne,  aux  notations  près, 
l'exemple  cité  par  M.  Buenger.  Il  nous  en  donne  évidemment  une 
infinité  d'autres,  d'autant  plus  compliqués  qu'ils  correspondent  à 
des  valeurs  plus  grandes  de  n.  C'est  un  théorème  très  général. 
C'est  aussi,  ce  me  semble,  un  théorème  nouveau.  J'en  ai  envoyé 
à  V Intermédiaire,  comme  réponse  à  la  question  811,  l'énoncé  tel 
qu'on  vient  de  le  lire,  mais  sans  le  faire  suivre  de  la  démonstra- 
tion. C'est  cette  démonstration  que  je  vais  exposer  maintenant. 

4.  Supposons  que  l'on  ait 


X,        X, 

et  considérons  le  déterminant 


x;' 


A, 

A, 

A3        . 

..     A„_, 

\n 

Xi 

3-3 

X„ 

-.     Ti, 

Xi 

^3 

^\ 

^5         • 

..       Ti 

Xi 

sr,, 

^1 

rj      . 

^n-i 

^n-\ 

M 


qui  est  du  /i"^™^  ordre  et  qui,  par  la  suppression  de  sa  première 
ligne,  se  réduit  au  premier  des  rectangles  formés  précédemment. 
Il  est  évident  que  nous  avons 

M  =  Ajo,  -+-  Ajo,  -t-  A3O3  -i-  . . .  -t-  A„_io„_,  -i-  A„o„. 

Or,  si  l'on  remplace,  dans  ce  déterminant  M,  les  élémcnls  A 
de  la  première  ligne  par  les  élémcnls  correspondants  d'une  quel- 
conque des  lignes  suivantes,  ce  détcrminanl  s'annule.  De  là  ces 
n  —  I  identités 

Xi  0,  -t-  J-3  02  -1-  .r;  O3  -h  .  .  .   -r-  X,,    0„_i  -+-  Xt    0„   =  O  , 

^3  5|  -+-  ^;  O2  -}-  J-5 0:.  -i-  . .  .  +  .r,   o„- ,  -f-  .r,  o„  =  o 


XnO, 


r,02  -t-.rjOs  -t- 


X,i—'>  'Jii—i 


Ces  identités  étant  homogènes  |)ar  rapport  aux  (juaulilés  0, 
nous  pouvons  y  romplarrr  ces  fju.mlilcs  0  par  les  quantités  X  qui 
leur   rorrrspondftil    cl    (|iii.   d'jiprès   notre   liypothèsc.    leur    sont 
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proporlionncllcs.  Nous  avons  donc 

Xi  X,  —  ./•;,  X.  H-  .ri  \;,  -J-  . .  .  -f-  x„  \„_,  —  .r,  X„  =  o, 
X3X1  -^./-iX.,  -h  x-^X-i  —  .  .  .  +.r,  X„_i  ^  x,\n  =  n, 

X„\i  —  XiXi  +.^3X3-1-...  ^  Xn—iXn-i^  X„_iX,i  =  o. 

Mais  CCS  nouvelles  identités,  grâce  à  la  façon  dont  nous  avons 
formé  notre  premier  rectangle,  constituent  un  svstéme  qui  se 
transforme  en  lui-même  lorsqu'on  y  remplace  à  la  fois,  sans  tou- 
cher aux  indices,  les  nombres  œ  par  les  nombres  X,  et  les 
nombres  X  par  les  nombres  x.  Par  cette  opération,  en  efTet,  la 
première  de  ces  identités  reproduit  la  dernière;  la  deuxième, 
l'avant-dernière;  la  troisième,  l'anté-pénultième,  et  ainsi  de  suile. 
Nous  pouvons  donc  écrire  ce  système  d'identités  sous  celle  nou- 
velle forme  : 

X,  Xi  -:-  X3XÎ  -+-  X'^Xs  H-  .  .  .  -i-  X„  Xn-\  -—XiXn  =  o, 

XzXi  -^  X-^Xi^-  X5X3  -h  .  . .  -I-  Xj  x„-i  -+-X.2  Xn  =0, 

î 

XnXi  -h  XjX.,  -l-  X,3"3  H-  .  .  .  -i-  X„^.2-r,i-l  -+-  '^n-l^n  =  O. 

Ainsi  écrites,  ces  identités  peuvent  être  regardées  comme  for- 
mant un  système  de  n  —  i  équations  linéaires  et  homogènes, 
relativement  aux  n  inconnues  Xi,X2,  ...,  x,i.  Ces  n  inconnues 
sont  donc  [)roporlionnelles  aux  déterminants,  aflectés  alterna- 
tivement des  signes  -+-  et  — ,  qu'on  déduit  du  rectangle  formé 
par  leurs  coeflicienls,  en  y  supprimant  la  i"",  la  2'',  ...,  la 
«"■'"'' colonne.  Or  le  rectangle  de  ces  coefficients  n'est  autre  chose 
que  le  second  des  rectangles  écrits  précédemment.  Donc  les  dé- 
terminants dont  nous  parlons,  pris  avec  les  signes  indiqués,  ne 
sont  autres  choses  que  A, ,  Ao,  .  . . ,  A„.  Donc  finalement 

Xi^  _  Xi  _  _  -^ 

Al    ~    \.2    "    '  "    ~    \u' 

ce  qui  démontre  notre  théorème. 

Il  est  bien  évident,  d'ailleurs,  que  la  réciproque  n'a  pas  besoin 
d'clre  démontrée. 
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LE  PRINCIPE  DE  DUALITÉ  ET  CERTAINES  INTÉGRALES  MULTIPLES 
DE  L'ESPACE  TANGENTIEL  ET  DE  L'ESPACE  RÉGLÉ; 

Par  M.   Elie  Gartan. 

On  a  considéré  de  lout  temps,  depuis  qu'il  y  a  des  géomètres, 
des  intégrales  multiples  relatives  à  des  ensembles  de  points  dans 
le  plan  ou  dans  l'espace,  intégrales  exprimant  des  propriétés  mé- 
triques de  ces  ensembles,  c'est-à-dire  ne  changeant  pas  de  valeur 
lorsqu'on  fait  subir  aux  j^oints  un  même  déplacement  dans  le  plan 
ou  dans  l'espace.  De  celte  nature  sont  Vaire  d'une  portion  du  plan 
et  le  volume  d'une  portion  de  l'espace. 

Il  est  lout  naturel,  après  les  développements  qu'a  pris  dans  ce 
siècle  le  principe  de  dualité  qui  nous  fait  regarder  le  plan  comme 
engendré  par  des  droites  aussi  bien  que  par  des  points,  et 
l'espace  comme  engendré  par  des  plans  aussi  bien  que  par  des 
points,  de  se  demander  si  certaines  intégrales  multiples  étendues 
à  des  ensembles  de  droites  dans  le  plan  ou  à  des  ensembles  de 
plans  dans  l'espace  ne  jouiraient  pas  de  propriétés  analogues  à 
Vaire  et  avi  volume,  c'est-à-dire  ne  pourraient  pas  être  invariantes 
lorsqu'on  fait  subir  à  toutes  ces  droites  ou  à  tous  ces  plans  un 
même  déplacemcni.  La  question,  ainsi  posée,  se  réduil  à  un  pur 
problème  de  calcul,  grâce  aux  théories  de  RI.  IJe,  qui  pcrmeUcnt 
de  former  toutes  ces  (piantités.  Néanmoins,  on  peut  les  considérer 
à  un  point  de  vue  plus  élémentaire  que  celui  (pie  nécessiterait 
l'application  des  méthodes  de  M.  Lie  et  les  former  a  priori.  Voici 
les  principaux  résultais  auxquels  on  arrive. 

Il  existe  dans  le  plan,  regardé  comme  engen(lr(''  par  des  droites, 
une  intégrale  double  invariante  exprimant  une  propriété  m(''li"i(|ue 
d'un  ensemble  quelconfpie  de  droites  dépendant  de  Av.xw  para- 
mètres, j)()urvu  que  parmi  les  droites  de  cet  ensemble  ne  ligure 
pas  la  droite  de  l'infini.  Si  Von  prend  V ensemble  des  droites  qui 
coupent  un  segment  de  droite  donné,  l  intégrale  correspon- 
dante est  égale  au  double  de  la  longueur  de  ce  segment;  si 
l'on  f)rend  ^ensemble  des  droites  qui  coupent  une  courbe 
frrniér  loinr.rc,  on  obllrnl  h'  périitn  t  n'  de  relie  courbe. 
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Il  existe  encore  dans  le  plan  une  anlre  inlégrale  simple  élcnduc 
à  des  droites  déj)endanl  d'un  seul  paramètre  :  elle  exprime  sim- 
plement l'angle  des  deux  droites  limites. 

Dans  l'espace  tangentiet,  c'est-à-dire  considéré  comme  engen- 
dré par  des  plans,  il  existe  de  même  deux  intégrales  :  l'une  double, 
étendue  à  des  ensembles  de  plans  dépendant  de  deux  paramètres, 
exprime  l'aire  découpée  sur  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité 
par  les  normales  aux  plans  menées  par  le  centre  de  cette  sphère. 
La  deuxième  est  une  intégrale  triple  et  est  donc  étendue  à  des 
ensembles  de  plans  quelconques,  pourvu  toutefois  que  le  plan 
de  l'infini  ne  soit  pas  l'un  d'eux.  Etendue  à  l  ensemble  des  plans 
qui  coupent  un  arc  de  courbe,  celte  intégrale  est  égale  au 
produit  de  -  par  la  longueur  de  cet  arc  de  courbe.  Mais  ce  qui 
fait  surtout  l'intérêt  de  cette  intégrale,  c'est  que  si  on  l'étend  à 
l'ensemble  des  plans  qui  coupent  une  surface  fermée  convexe, 
pour  fixer  les  idées,  on  a  une  nouvelle  quantité,  quon  peut 
appeler  le  périmètre  de  cette  surface,  de  la  même  dimension 
qu'une  longueur;  le  périmètre  ainsi  défini  d'une  spliére  est 
égal  au  quadruple  de  son  diamètre;  celui  dun  cylindre  droit 
est  égal  au  périmètre  ordinaire  de  sa  base  augmenté  du 
double  de  la  hauteur.  Le  périmètre  d'une  surface  fermée  peut 
donc  être  regardé,  en  un  certain  sens,  comme  le  dualistique  du 
volume  situé  à  l'intérieur  de  cette  surface. 

Enfin,  on  peut  aussi  regarder  l'espace  comme  engendré  par  des 
droites,  ce  qui  le  rend  son  propre  dualistique,  et  il  existe  aussi 
dans  l'espace  réglé  des  intégrales  multiples  métriques.  Une  de 
ces  intégrales  est  une  intégrale  quadruple  et,  par  suite,  s'étend  à 
des  ensembles  de  droites  quelconques;  étendue  à  l'ensemble 
des  droites  qui  coupent  une  portion  de  surface,  elle  est  égale 
au  produit  de  r.  par  l'aire  de  cette  portion  de  surface  ; 
étendue  à   l  ensemble  des  droites   qui  coupent    une  surface 

fermée  convexe,  elle  est  égale  au  produit  de  -  par  l' aire  de 
celte  surface. 

Il  existe  deux  autres  intégrales  de  l'espace  réglé,  cl  elles  sont 
doubles,  par  suite  s'étendent  à  des  ensembles  de  droites  dunc^ 
congruence  ;  Vunv  (Telles  représente  Taire  découpée,  sur  une 
sphère  de  ravon  égal  à  Tiinih-.  par  les  parallèles  à  ces  droites  me- 
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nées  par  le  centre  de  la  sphère.  Quant  à  l'autre,  elle  jouit  de  la 
propriété  de  se  reproduire,  divisée  par  n,  lorsque  les  droites  de 
la  congrucnce  se  réfractent  à  travers  une  surface  dans  un  milieu 
d'indice  n;  de  plus,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  droites  d'une  congruence  soient  normales  à  une  même  sur- 
face est  que  l'intégrale  relative  à  tout  pinceau  de  la  congruence 
soit  nulle,  d'où  résulte  immédiatement  que,  par  réfraction,  la 
congruence  des  droites  normales  à  une  surface  se  change  en 
une  congruence  jouissant  de  la  même  propriété,  ce  qui  est  un 
théorème  bien  connu. 

La  forme  même  de  toutes  ces  intégrales  suggère  l'idée  de  les 
généraliser  en  définissant  les  angles  et  les  distances  au  moyen  de 
rapports  enharmoniques  relativement  à  une  quadrique  quelconque 
remplaçant  le  cercle  imaginaire  de  l'infini.  Ces  intégrales  géné- 
ralisées jouissent  de  propriétés  essentiellement  analogues  aux 
premières.  Celles  qui  sont  relatives  à  l'espace  réglé  conduisent 
même  à  des  remarques  intéressantes  sur  le  complexe  des  tan- 
gentes à  une  quadrique;  mais  leur  développement  aurait  été  un 
peu  étranger  au  sujet,  et  je  me  suis  contenté  d'indiquer  l'existence 
de  ces  intégrales. 

Les  deux  premiers  paragraphes  sont  consacrés  aux  intégrales 
du  plan,  le  troisième  aux  intégrales  de  l'espace  tangentiel,  le  qua- 
trième aux  intégrales  doubles  et  le  cinquième  à  rintégralc  qua- 
drn])le  de  l'espace  réglé. 

.^    I- 

EtanI  donnés,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires Ox,  (.)j',  considérons  un  ensemble  de  droites 


cl  linlégrale  double 
(0 


ux  +  vy  -<-  I  =  «) 
du  (Iv 


II- 

J    J    in'-- 


étendue  à  toutes  les  droites  de  cet  ensemble.  Celle  rpianlilé  jouit 
de  la  pro])riété  remarquai)le  de  ne  jias  «hangcr  de  valeur  lors- 
«pi'oM  f;iil  subir  à  loules  les  dioites  considérées  un  mcmc  (h'pla- 
rcniciil     iliiii'-     je    |i|;iii.    i>ii    cncDrc.    ce    (|(ii     ic\i('nl     ,\\\    riH'nic  . 
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lorsqu'on  eflecUic  un   changement   quelconque   de  coordonnées 
rectangulaires. 

Pour  démontrer  ce  fait  et  le  mettre  nettement  en  évidence, 
introduisons  les  coordonnées  homogènes  de  la  droite,  c'est-à-dire 

remplaçons  a  et  r  par  —  j  —  j  ou  u,  r,  iv  desront  être  reirardces 

comme  fonctions  de  deux  paramètres  a  et  ^.  Alors  (') 


,      ,          ,  u     ,  i'         Il  dvdw -^  vdifdu -h  ii'dudv 
dudv  =  d  —  d~  =  


Par  suite,  l'intégrale  double  devient 

'  u  dv  dw  -t-  vdw  du  -+-  w  du  f/t' 


(2) 


// 


(«2  +  r2)ï 


Or,  tout  changement  de  coordonnées  rectangulaires  revient  à 
effectuer  sur  «,  r,  (v^  une  substitution  linéaire  reproduisant  la 
forme  u-  -\-  v-  à  un  facteur  constant  près.  Mais,  par  une  substi- 
tution linéaire  quelconque,  le  numérateur  de  la  quantité  sous  le 

signe   /   /  se  reproduit,  multiplié  par  le  déterminant  de  la  subsli- 

tution  ;  car  des  formules 

it(  =1  a  II'  -\- hv'  -\-cw', 
V  =  au!  -+-  h'  v'  H-  c'd'', 
H'  =  a"  u'  -T-  Ù"i''-r-  c"  w' . 


(')  On  a,  en  cflTcl, 

,     ,        fdu  i)v       du  ôv\    ,     „ 
dudv  =  {  ^-  -z- — •     «a ai  : 

si  l'on  pose 

"=/(>>,  'A,-'',  •••,?).         t'  n=  9(X,  ;i,  V,  ....  ^), 
du  -  kd\  +  Brf;jL-f-...-t-  Cd\,        dv  -  k-  d\  +  V,'  d\i.-- . .  .-^  f.'rf;, 
on  a 

dudv  =  (\dl-^r  Brfix-H...-i-Crf;)  {\'d'K+B'd[x-h...-hC'dl), 

à   condition   de  remplacer,   dans    le  produit    du    second    uicnihre   efleclué  sans 
altérer   l'ordre  des   différentielles  de    chaque   produit    partiel,  d'/uH  par  o  et 

rfXrfiJ.  =  —  diidl  par  ,,,    ''t,l  dxd'^. 
I>  (a,  3)  ' 
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on  dcduil 


ud\(hv  -+-  vdivclu  -\-  wdudv 
u      V        »' 

b     U     h"     dK'dw' 
c     c'     c" 


H        c         U' 

a     a      a" 
b     b'      b" 


du  dv' 


=  \{u'di>' div'  -i-  v  dw' du  -T-  iv'dud-)'). 

D'aulre  part,  en  ce  qui  regarde  le  dénominaleur,  il  se  repro- 
duit, dans  le  cas  présent,  à  un  facteur  constant  près.  Ce  facteur 
est  égal  à  A.  En  effet,  d'abord  c=c'=o;  de  plus,  si  Ton  cx- 


prime 
on  trouve 


u.r  -\-  cj'  -+-  ir  =  ).  (  u'x' -+-  v' y  +  w'), 

l  )>,r'  =  ar  -i-  n'y  -7-  a" , 
\   ly  —  bx  -{-  by  ^  b", 

I X  =  c^ 

formules  qui  doivent  représenter  un  changenienl  de  coordonnées 

rectangulaires;  donc 

ab' —  ba'  =  c"- , 

et  comme  la  forme  11'--+-  v-  se  reproduit  multipliée  par  le  déter- 
minant de  la  substitution  en  ?/,  i'  ('),  le  facteur  cherché  est 

(ab'  —  ba')'^  =  (  ab' —  ba')c"  =  A. 

On  voit  donc  finalement  que  la  (piantité  sous  le  signe  /   /  ,  dans 

l'intégrale  (•'.),  se  reproduit  par  tout  changement  de  coordonnées 
rectangulaires.  IJintrgrdlc  [:>.)  cxprinir  donc  une  propriété  mé- 
trique de  l  ensemble  de  droites  considéré. 

Forme  particulière  de  V équation  double.  —   l'renons  |)our 
u,  <',  w  les  coordonnées  normales  de  la  droite 


u  =  eus  a, 


V  =  sm  a, 


"■  =  —  /'  ; 


C)  Si 


n'-\-  v*~  li(  u''+  v'"'). 


Il'  «liscriininiinl  rie  la  nouvelle  furiiio,   qui   est  t';;iil  a  h',  doit  être  l'yal   au  carré 
(lu  di'IciMiiiiant  de  la  subslilulioii  ;  d'où 

//  —  ab'  —  ba' . 


—  14t  ~ 
alors  dudv  s'annule,  cl  il  rcsle 


/    /  (  "  dv  —  f  du  )  div  z=  I    I  dp  di . 


En  particulier,  si  l'on  considère  l'ensemble  des  droites  qui  cou- 
pent un  cercle  donné  de  rayon  R,  cercle  qu'on  peut,  d'après  ce 
qui  précède,  supposer  décrit  de  l'origine  comme  centre,  il  faut 
iaire  varier  y?  de  o  à  K  et  a  de  o  à  2-;  ce  qui  donne,  dans  ce  cas, 


// 


dp  d%  =  2  -  H  , 

c'est-à-dire  le  périmètre  du  cercle.   C'est  un  cas  particulier  du 
théorème  suivant  : 

,,.       ,          1       ,       ,,       f    /'  itdvdu' -h  vdivdu -h  i\' (/ud\>      ,  , 

L  intégrale  double    l     j     5 )  étendue 

à  toutes  les  droites  qui  coupent  une  courbe  fermée  con^^exe, 
est  égale  au  périmètre  de  cette  courbe. 

Ce  théorème  est  lui-même  une  conséquence  du  suivant  : 

n intégrale  double  précédente,  étendue  à  toutes  les  droites 
qui  rencontrent  un  segment  de  droite  donné,  est  égale  au 
double  de  la  longueur  de  ce  segment. 

Démonstration,  —  Ou  pourrait  démontrer  ce  théorème  en 
donnant  au  segment  une  position  particulière;  maison  peut  aussi 
le  démontrer  directement  dans  le  cas  général. 

Soient  W05  *"o?  ^*^o  les  coordonnées  normales  de  la  droite  qui 
porte  le  segment;  on  a 

u^dx  -\-  Vfidy  =  o. 


Posons 

on  aura  alors 
(4) 


l'o^  —  «yC  =:    [A, 


—   liC)  — 
et  Ion  devra  donDer  à  A  et  <j.  toutes  les  valeurs,  de  façon  t[ue  le 
rapport  -  passe  une  fois  et  une  seule  par  une  valeur  donnée;  ce 

qu'on  obtiendra  en  prenant  [x  positif  et  A  quelconque.   On  aura 

alors 

l   u  =  j/j,  À  -I-  l'o  ;JL, 

<    (•  =  (.„ À  —  ititlJ-- 

et,  par  suite,  en  vertu  de  (4), 

uch'chv  -T-  idw  du  -i-  ndiidv  =  (  udv  —  vdu)div 

=  —  ji. ( À dii  —  ijL rfX  )(iiody  —  t'o dx). 
Enfin  on  a 

(  «<o  dy  —i'odxy^=iuz-^vl){  dx^-  -i-  dy'^  )  —  {i(o  dx  —  Cq  f/y  j-  =  rAr'^  -+-  rfj2, 

de  sorte  que 

/''udvdiv  -4-  vdndu  -r-  ndiid\' 


fJ 


-  =   I  I  ix{ld'^  — ^dl)  \,^dx- —  dj'-. 


{U^'-r-V^-y- 

En  posant 

X  =  sino,  ;i.  =  cos'i,  —  —  <  Ç  < 

celte  intégrale  se  transforme  enfin  en 


/^dx^  -+-  dy"^    I         cosa  do  =  a.  s, 


S  désignant  la  longueur  du  segment. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que,  étant  donné  un  arc  de 
courbe  quelconque,  on  obtient  en  coordonnées  tangentielles  le 
double  de  la  longueur  de  cet  arc  en  prenant  V intégrale  double 

I    I  j  étendue  aux  droites  qui  coupent  lare  de  courbe 

J      J       (M2-}-t.î)« 

autant  de  fois  qu^elles  ont  de  j)oints  d'intersection  ukcc  cet 
arc. 

(\c  théorème  contient  comme  cas  particulier  celui  qui  est  iclalif 
à  une  courhe  fcnnée  convexe.  Par  exemple,  poui-  Tcllipse 


—   liT  - 
on  peut  obtenir  toutes  les  droites  en  question  en  posant 

a         '  0         • 

et  alors 

r    r      dudv       _     r    i'  a^-b^-di(lo 

_     r  -~ g-^b'-do 

J ^       (a^  sin-o -T- 6- cos^o)- 


Au  lieu  Je  se  placer  en  coordonnées   rectangulaires,  on  peut 
aussi  se  placer  en  coordonnées  obliques.  Si  alors 

^{u.  v)  =  o. 

est  l'équation  langentielle  des  points  circulaires  à  linlini,  il  ny  a 
qu'à  considérer  l'intégrale  double 


// 


\fî(udvdiv  -H  idwdit  -r-  wdudv) 


O  désignant  le  discriminant  de   la   forme  tp.  Cette  intégrale  est 
égale  à  la  précédente;  par  exemple,  si 

<^{u,  r)  =  ;<--^  i- —  iiu'  cos6, 
on  a 

'  "    1^  i\n^{  udv  d»>  -^  vdw  du  -4-  w  du  dv  ) 


II 


[u-  -+-  i- -2  Ht'  COs6]"- 


Plus  généralement  considérons  une  conique,  que  nous  appelle- 
rons conique  fondamentale  ou  conique  absolue,  ayant  pour 
équation  tangentielle 

(l)  '^(H,f,  »•)  =  o, 

et  considérons  l'inté^rrale  double 


y       y     \/A  (  udv dn-  —  c dn-  du  -+-  cr du  di'  ] 


{■>■) 

où  A  d«'si"ne  le  discninmanl  de  la  tonne  -s,. 


148 


Si  1  on  elVeclue  sur  //,  r,  iv  une  subslilulion  linéaire  quel- 
conque de  ilélerminant  D,  la  forme  '^  se  change  en  une  forme  cp', 
dont  le  discriminant  A'  est  égal  à  AD-,  de  sorte  que 


I  = 


y    \/^D( u'fh''(h\' -h  i-' (/»'' dii'-h  n' dit' tl\-') 


[o'{u,v'.  »•')]•■' 
y/Â^I  u' dv  dw' -^  .  .  .) 


I  consente  la  même foime.  L'intégrale  I,  étendue  à  un  ensemble 
de  droites  donné,  représente  donc  une  quantité  altacliée  à  cet  en- 
semble de  droites  et  à  la  conique  fondamentale,  quantité  qui  se 
conserve  par  une  substitution  linéaire  quelconque  effectuée 
sur  les  droites  et  la  conique. 

En  particulier,  on  peut  se  proposer  de  chercher  la  signification 
de  cette  intégrale,  lorsqu'on  l'étend  à  l'ensemble  des  droites  qui 
coupent  un  segment  de  droite  donné,  ou  plus  généralement  un 
arc  de  courbe  donné.  Il  faut  naturellement,  pour  que  cela  ait  un 
sens,  que  la  forme  tp  ne  puisse  s'annuler  pour  aucune  de  ces 
droites,  c'est-à-dire  ou  bien  que  o  soit  une  forme  définie,  ou 
bien,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  que  le  segment  considéré  soit  tout 
entier  à  C  intérieur  de  la  conique  fondamentale. 

^lais,  avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  ra|)peler  quel- 
ques définitions  souvent  usitées  en  Géométrie  projeclive. 

Etant  donnés  deux  j)oints  A,  B  (à  rinlérieui-  de  la  conicpie  fon- 
damentale, si  cette  dernière  est  réelle)  appelons  distance  de  ces 
deux  points  le  logarithme,  divisé  par  at  (ou  par  a,  si  la  conique 
est  réelle),  du  rapport  anharmonique  des  points  A,  B  et  des  deux 
points  d'intersection  de  la  droite  AB  avec  la  conique. 

Etant  de  même  données  deux  droites  (se  coupant  à  l'intérieur 
de  la  coiii(|ue,  si  celle-ci  est  réelle),  a|)pelons  angle  de  ces  deux 
droites  le  logarithme,  divisé  par  2/,  du  ia|)p()rt  ai)harnioni(|ue  de 
ces  deux  droites  et  des  deux  tangentes  à  la  conicpii"  nienéiîs  par 
leur  point  d'inlerseclion. 

Celte  dernière  définition  coïncide  avec  lii  (N'Iiiiitioii  ordluiiire  si 
bi  conique  (ondiimculalc  est  formée  des  deux  points  circulaires  ;"t 
rinfini. 


—    !4Î»  — 

Si  l'on  fait  la  perspeclive  sur  un  plan  d'une  sphère,  le  point  de 
vue  étant  au  centre  de  la  sphère,  et  qu'on  prenne  pour  conique 
fondamentale  rintersection  du  plan  et  du  cône  asymptote  de  la 
sphère,  on  retombe  sur  la  dislance  sphérique  des  points  de  la 
sphère  dont  on  prend  la  j)erspective  et  sur  [angle  dos  grands 
cercles  qui  se  transforment  en  droites;  de  sorte  qu'on  a  affaire, 
dans  ce  cas,  à  la  Géométrie  sphérique  ordinaire. 

Quoi  qu'il  en  soit,  cherchons,  d'après  ces  définitions,  l'expres- 
sion de  la  dislance  d  de  deux  points  [Xi ,  ri ,  ^i)  et  (a^o,  jKo,  ^2)- 
Les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  la  conique  avec  la 
droite  qui  les  joint  sont  de  la  forme 

et  il  faut  donner  à  K  les  deux  valeurs  Aj,  Ao,  racines  de  l'équation 

/(^i,^i,  2i)  -^  iliar-i/;,.^  ^y^-fy,  —  ^^-f'z,)-^  hA^2,ri,  ^i)  =  o, 

où  /  désigne  le  premier  membre  de  l'équation  ponctuelle  de  la 
conique  el  f'^.,  f'^, /'.  ses  demi-dé rhées.  On  a  donc  par  défini- 
tion, si  la  conique  est  imaginaire, 

e-i"'  =  ^  , : =  ^ -  , 

c'est-à-dire 

et  de  même,  si  la  conique  est  réelle, 


s/i  d=  - 


(3') 


Nous    aurons    de    même,    pour    l'angle  V    de    deux    droites 
(i^,,  t^,,  (V,)  et  {u2i  t'îr  <'''2)i  '3  formule 

(4)     ?in\   =1/   i-^ — ' -i— ! ! — '■^-^ 

En  particulier,  la  distance  ds  de  deux  points  infiniment  voisins 

XXIY.  I  I 


{:r,y,  z)  et  (^  +  dx,  y  4-  d\\,  z  +  dz)  est 


fis 


^JûliZi 


z).f{  dx,  dy,  dz)—  [f'^dx  -^  fydy  -^  f'zdz  Y 


J\^;y,-r- 


et,  si  l'on  choisit  ^,  r,  :;  de  faron  que  f{oc,  j-,  z)  garde  une  valeur 
constante, 


(5)       ds  =  i/f'f^^'^-^'^ 


ds 


V 


/(  dx,  dy,  dz) 


suivant  que  la  conique  est  imaginaire  ou  réelle. 


De  même  l'angle  d\  de  deux  droites  infiniment  voisines  est 


(6) 


_     /^(du,  dv,  dw) 
V         ç)(",  V,  w) 


en  supposant  »(«,  r,  w)  constant. 

Cela  étant,  considérons  l'intégrale  I  et  cherchons  sa  valeur  lors- 
qu'on l'élend  à  toutes  les  droites  qui  coupent  un  segment  AB 
(situé  à  l'intérieur  de  la  conique  fondamentale,  dans  le  cas  oîi 
elle  est  réelle).  Soient  Wq,  i'o,  «v'o  les  coordonnées  de  la  droite  AB, 
et  supposons  que/^x,  y^  z)  est  la  forme  adjointe  de  cp,  ses  coef- 
ficients étant  les  mineurs  du  discriminant  de  j.  Posons 

iio'    -\-V'^'    -+-w(d'     =  a. 
Alors  //,  r,  ^v  sont  déterminés  par  les  équations 


(7) 


ux  -T-  vy  -+-  wz  =  o, 
<{>(  II,  i\  w)  =  œ, 


'ji  étant  une  valeur  qu'on  peut  supposer  constante.  lV)ur  résoudre 
les  équations  ('j),  introtluisons  le  déterminant 


?"      ?..     ?.»- 

?"„    ?.'•»    ?'"•. 
X       y       z 


A-  f'y  ./■; 


cette  (Irinirre   identité  résultant  do  ce  fjuey'esl  la  lornie  iidjoiiilf 
(Ir  'i. 


// 

t'    II' 

2 

iio 

<'0        "'0 

= 

/:; 

/;  A 

—  loi  — 

Un  a,  en  faisant  le  produit  de  ces  deux  derniers  déterminants, 

'Jf(  u,  r,  IV  j  À  o 

o  o  fix,y,z) 

Si  donc  on  pose 

(  t'o/;  -  »'o/,'  )  «  +  (  "'o/î- — "0/5)  <'  -+-  (  «0/;.  —  i'o/;.)  "•  =  !^, 

on  aura 

On  peut  remarquer  que,  dans  l'hypothèse  faite,  f  est  essen- 
tiellement positif  (  '  ). 

On  a  donc  trois  équations  linéaires  pour  déterminer  11,  c,  (v  en 
fonction  de  A,  p.,  x^  y,  ^,  et  il  suffira  de  donner  à  ja  des  valeurs 
positives  et  à  A  des  valeurs  positives  ou  négatives,  de  façon  à  satis- 
faire à  l'équation  (8).  Enfin,  oii  pourra  s'astreindre  à  multiplier 
x,y^  z  par  un  facteur  tel  quey(^,y,  z)  reste  constant;  alors  À 
et  [x  seront  fonctions  d'un  même  paramètre. 

La  résolution  des  équations  donne,  après  un  calcul  facile, 

j  /(^,7.  ^)?("«'  '"0,  vi>o)u  =  Uof(:r,y,z}l-^  {o[.^   z  -  ^[^.j^)ix, 


f(cr,y,  z)  cp(  «0,1^0,  "'o)w  =  (i'„/(.r,j',  :;)À  -f-  (cp;,^^  j' —  o[.^^  .r)  a, 


d'où 


(/j-     <^/k     rfj 
=  'x/o^jCAdij.  —  [xdl)      -i'       y        - 

?"„        ?>''o        TÎva 


(  Àc/a  —  IX d\  )  {o[,dz  —  'f\,.^dy] 


(')  Car  si  la  conique  est  imaginaire,  A/ est  une  forme  définie  positive;  si  elle 
est  réelle,  A/  est  positif  pour  loul  point  à  son  intérieur;  or  ici  A  est  le  carre  du 
(lisrriniinaiit  de  f.  dmii-  inujonrs  positif. 


-  1o-2  - 

Pour  calculer  le  déterminant  du  second  membre,  remart|uons 
qu'il  est  égal  à 

f(tx     f'dy     fdz 
fx        fy        J\ 

et  que,  par  suite,  son  carré  est  égal  à 


f{djr,dy,dz.)  o  o 

o  o  <p(i<o,  fo-  <^'o) 


Donc 


I  = 


ff- 


ij. (  X c^fjL  —  [idl)  )/ f{ dx,  dy,  dz)f{x,y,  z)(d{ Uq,  t'o,  «v,,) 

7^1 


fç(i<,  (',  iX')]- 


ou,  en  posant 


uo) 


=  ay/cpoio, 


-  idoc).ds  =  9.S, 


s  désignant  la  distance  AB  ('  ). 

D'ailleurs,  ce  résultat  était  à  prévoir  par  des  considérations 
d'invariants.  Si  l'on  considère  une  droite  quelconque  et  deux 
points  A  et  B  sur  cette  droite,  l'intégrale  I,  étendue  à  toutes  les 
droites  qui  coupent  le  segment  AB,  est  une  fonction  des  deux 
extrémités  qu'on  peut  désigner  par  AB  et  qui  jouit  manifestement 
de  la  propriété 

AB-^BC  =  ÂC; 

de  plus,  c'est  une  fonction  du  segment  \B  qui  ne  change  pas 
lorsqu'on  effectue  sur  A,  B  et  la  conique  fondamentale  une  même 
substitution  linéaire.  On  peut  démontrer  que  la  distance  des  deux 
points  A  et  B,  telle  qu'elle  a  été  définie  plus  haut,  est,  à  un  fac- 


(')  Dans  le  cas  «ù  la  roniquc  foiidamciiUilc  csl  rt-cilc,  Af  <sl  nt'galif  cl  il  faul 
prendre  pour  I 

A  (  udvdw  -(-  vdwdu  +  «v du dv ) 


-I.I 


(-A-f)' 


ce  (jiii  rondiiil   au   iiiriiic   rc-uilat. 


leur  constant  près,  la  seule  fonction  c|ui  jouisse  de  cette  propriélc'-. 
(>ela  est  d'ailleurs  évident  si  la  conique  fondamenlale  se  réduit 
aux  deux  points  circulaires  à  l'infini. 

Nous  pouvons  donc  énoncer,  sur  l'intégrale  double  I,  les 
mêmes  théorèmes  qu'au  paragraphe  premier;  en  particulier,  sur 
la  longueur  d'un  arc  de  courbe  (relativement  à  la  conique  fonda- 
mentale) et  le  périmètre  d'une  ligne  fermée  convexe.  Ces  théo- 
rèmes s'appliquent  immédiatement  en  Géométrie  sphérique;  «, 
i',  (V  désignent  alors  les  coordonnées  d'un  grand  cercle  de  la 
sphère  (coordonnées  ponctuelles  du  pôle  de  ce  grand  cercle). 

La  formule  qui  donne  ainsi  sur  une  sphère  le  périmètre  d'un 
triangle  sphérique  au  mojen  d'une  intégrale  double  ne  doit  pas 
nous  étonner;  cette  intégrale  double  représente  simplement 
Vaire  de  la  portion  de  la  sphère  extérieure  au  triangle  sup- 
plémentaire du  triangle  considéré ,  d'après  la  signification 
même  de  u,  c,  «',  si  l'on  prend 

En  efiet,  comme  vérification,  si  a,  b,  c  sont  les  côtés  du  triangle, 
son  périmètre  est  a  -\-  b  -^  c  et  les  angles  du  triangle  supplémen- 
taire sont  -  —  a,  T.  —  b^  -  —  c.  L'aire  de  ce  triangle  est  donc 

(-  —  a)  -^  {r.  —  6)-r-(-  —  cj  —  -  =  2-  —  a  —  b  —  c 

et  l'aire  de  la  portion  de  la  sphère  extérieure  à  ce  triangle  est  bien 

i~  —  (27:  —  a  —  b  —  c)  =  a-T-6-t-c. 

D'ailleurs,  l'intégrale  ilouble  qui  donne  Vairc  est  tout  à  fait  la 
dualistique  de  la  première;  il  suffit  de  considérer 

\/ lixdydz  -!-  y dz d.r  -+-  z  d.r d y ) 

A  désignant  maintenant  le  discriminant  de  f.  En  Géométrie  ordi- 
naire, f=z-'-,    et   l'on   a    simplement,    en    faisant   ;^i,    linté- 

grale  /  /  dxdy.  En  (léométrie  sphérique,  on  a  l'aire  d'une  por- 
tion delà  sphère.  On  di-montre,  d'une  façon  idenlicpie  à  celK'  de  I. 
que   celte  iult'gralc,  élciulne  ;'i   l'espace  compris  dan>    I  angle   de 


—  \u  — 

deux  droites  (et  dans  son  opposé  par  le  sommet),  aucun  point  de 
ces  droites  et  aucun  des  points  à  rintérieur  n'étant  sur  la  conique 
fondamentale,  est  égale  au  double  de  l'angle  des  deux  droites  ; 
d'où  l'on  déduit  immédiatement  un  théorème  sur  Vai/e  delà  por- 
tion du  plan  extérieur  à  une  courbe  fermée  convexe  (conique 
fondamentale  imaginaire)  au  moven  de  la  quantité  dont 
varie  l'angle  de  contingence  lorsqu'on  parcourt  la  courbe 
(t:  —  A +  7:  —  B  +  t:  —  C  dans  le  cas  d'un  triangle). 


On  peut  généraliser  les  résultats  précédents,  presque  sans  mo- 
dification, pour  passer  du  plan  à  l'espace.  Nous  appellerons  x,  y^ 
z^  t  les  coordonnées  ponctuelles  et  «,  f,  (v,  h  les  coordonnées 
langentielles. 

Si  nous  prenons  d'abord  les  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires, nous  considérerons  l'intégrale  triple  (') 


ù)     I 


fff 


Il  ch  chv  dh  -I-  (•  r/tr  du  dh  -f-  w  du  di'  dh  —  h  du  dv  d»' 
{U--h  V^-h  il'*  )- 


Cette  intégrale  se  reproduit  par  toute  transformation  de  coor- 
données rectangulaires,  le  numérateur  se  reproduisant  multiplié 
par  le  déterminant  de  la  substitution,  le  dénominateur  se  trouvant 
multiplié  par  le  même  facteur. 

Si  Ton  étend  cette  intégrale  à  un  segment  do  droite,  par  exemple 
porté  par  l'axe  des  ;,  on  doit  trouver  une  quanlilé  pro[)ortionnelle 
A  la  longueur  de  ce  segmcnl.  En  efFcl,  si  Ton  pose 


U-  -¥-  »'-  '-  IV*  =  1, 
H'.;  -^  h  =0. 


l'intégrale  deviendra 


//./■ 


»'(  Il  dv  d\v  -4-  r  d\v  du  -f-  ir  du  ih')dz  ; 


(')  Il  est  entendu  que,  si  "k,  a,  v  soiil  des  fonrtions  de  trois  paranirlres  a,  ji,  y. 

I>('a.  IX.  V) 


,r,.,ii,h     ,h,  ,h  ,n.     ,h,n.'i',         .n  ,h  .i-,    ^^l!:iAfil}  dx  ,i'i  d- 


—  loo  — 

//,  i',  w  prenant  loules  les  valeurs  possibles  sur  la  porlion  de  la 
sphère  de  rajon  i  et  de  centre  o  située  au-dessus  du  plan  des  xy, 
et  c  variant  de  s,  à  ^o;  on  peut  donc  poser 

u  =  cos6  cos'i», 

t'  =  cos6  sincs,  o  <  0  <  -j     o  <  »  <  xr, 

\   H'  =  sinô, 
et  alors 

(2)  l  =  (z2—zi)  I    rsin9coserf6(/ç  =  t.{Zî—  Zi). 

L'intégrale  triple  I  étendue  à  toutes  les  droites  qui  eoupent 
un  arc  de  courbe  donné,  chacune  d'elles  étant  prise  autant  de 
fois  qu'elle  a  de  points  d'intersection  cn^ec  l'arc,  est  égale  à  la 
longueur  de  cet  arc  de  couibe,  multipliée  par  -. 

Par  exemple,  étendue  à  toutes  les  droites  qui  coupent  une 
courbe  fermée  plane  convexe,  l'intégrale  I  est  égale  au  périmètre 

de  la  courbe,  multiplié  par  -• 

On  peut  aussi  étendre  l'intégrale  I  à  l'ensemble  des  plans  qui 
coupent  une  surface  fermée  convexe;  on  peut  alors  toujours  sup- 
poser que  l'origine  est  à  l'intérieur  de  la  surface  ;  si  l'on  astreint 
//,  (',  iv  à  satisfaire  à  la  relation 

U--\-  V'-\-   tV-=  I, 

et  si  l'on  considère  la  sphère  de  rayon  i  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine, à  chaque  jioinl  M  de  la  surface  correspond,  sur  la  sphère, 
un  point  ni  trace  de  la  perpendiculaire  au  plan  langent  en  M 
menée  par  l'origine.  Si  alors  p  est  la  distance  de  l'origine  au  plan 
tangent,  l'intégrale  est 

(3)  l^fjpdj, 

d'y  désignant  l'élément  de  surface  de  la  sphère  en  m. 

On  a  donc  là  une  nouvelle  quantité  métrique  attachée  à  la  sur- 
face fermée  convexe  et  indépendante  du  choix  du  point  O  à 
l'intérieur  de  la  surface.  Pour  une  sphère,  c'est  4^Ri  pour 
rdlipsoïdc 

-   -r-   ^   -r-  -  -  I  --  o 

II-  h-  c- 
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celte  nouvelle  quanlilé  est  l'intégrale  double 

y/a-  u-  -r-  b-  r-  -f-  c-  w^  di. 


If' 


U,  r,  iv  désignant  les  coordonnées  d'un   point  de  la  sphère  de 
rayon  i  concentrique  à  l'ellipsoïde. 

Si  l'on  est  en  coordonnées  obliques,  ou  d'une  manière  générale, 
si  l'équation  tangentielle  du  cercle  imaginaire  à  l'infini  est 

o(  H,  V,  w)  =  o, 
on  a 

i'  ['  fW^^if^dv  dw  dli  -i-  (' dw  du  dli  -+-  »•  du  di> dh  —  /i  du  dv dw) 
^'^    '^JJJ  hiu,.,^)\-^  ' 

0  désignant  le  discriminant  de  la  forme  o. 

Généralisation.  —   De  la  même  façon  qu'en  Géométrie  plane, 
considérons  une  quadrique,  d'équation  tangentielle 

o(«,  V,  w,  h  )  ^  o, 

que   nous    nommerons  quadrique  fondamentale,  et  l'intégrale 
tri|)le 


..    .        III   V .\iudvdwdh-\-vdwdudh-^-wdudvdh  —  hdudvdw) 

(j)    I 


[o(u,  V,  W,  A)J2 

A  désignant  le  discriminant,  supposé  difTérent  de  zéro,  de  la 
forme  cp. 

Par  une  subsliliitioii  linéaire  effectuée  sur  w,  v,  (T',  //,  le  numé- 
rateur se  reproduit  multiplié  par  le  déterminant  D  de  la  substi- 
tution, et  le  discriminant  de  la  nouvelle  forme  'o  est  égal  à  A.D^, 
de  sorte  que  I  se  change  dans  la  même  expression  relative  à  la 
forme  transformée  »'.  De  plus,  si  l'on  multiplie  cp  par  une  con- 
stante />?,  le  dénominateur  est  multiplié  par  //«-,  mais,  le  discri- 
minant A  étant  multiplié  par  nr\  le  numérateur  est  également 
nuiltiplit-   par  m'-. 

L  inlf'gralc  triple  J,  étendue  à  un  ensemble  de  plans  (dont  aucun 
n'est  tangent  à  la  quadri(pie  fondamentale),  est  (huic  une  ([uanlité 
attachée  à  cet  ensemble  de  plans  et  à  la  quadrique,  et  qui  ne 
change  pas  par  une  même  substitution  linéaire  quelconcpie  cfTcc- 
lute  sur  les  plans  et  l;i  (|ii;i(lri(pie. 

On    peut,    eoiunic    d,in^   le   p:u;t;^r;i|ilic    |)r('r(''(l(iil  .  délinir    l.i  dis- 


tance  de  deux  poinls  cL  V angle  de  deux  plans  relalivenienl  à  la 
qiiadrique  fondamentale.  En  particulier,  la  distance  de  deux  poinls 
infiniment  voisins  est 

(6)  ds  =  i/±-l^^^^^^li^^, 

f^o  désignant  l'équation  ponctuelle  delà  quadrique,  la  forme /" 
étant  assujettie  à  rester  constante,  les  deux  signes  correspondant 
aux  deux  cas  où  la  droite,  qui  joint  les  deux  points,  ne  coupe  pas 
ou  coupe  la  quadrique. 

De  même,  l'angle  de  deux  plans  infiniment  voisins  est 


les  deux  signes  correspondant  aux  deux  cas  où  les  plans  tangents 
à  la  quadrique  menés  par  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
sont  imaginaires  ou  réels  (la  forme  cp  gardant  la  même  valeur 
pour  les  deux  plans). 

Cela  étant,  cherchons  la  signification  de  l'intégrale  T  étendue  à 
tous  les  plans  qui  coupent  un  segment  de  droite  MN.  Pour  que 
cette  intégrale  ait  un  sens  il  faut  que,  d'aucun  des  points  du  seg- 
ment MN,  on  ne  puisse  mener  de  plan  tangent  réel  à  la  quadrique 
fondamentale. 

On  peut  toujours,  par  une  transformation  homographique,  faire 
en  sorte  que  la  droite  MN  ait  pour  équations 

X  =  o,        y  =  o, 
et  que  es  soit  de  la  forme 

En  écrivant  que  le  plan  (u,v,iv,h)  coupe  le  segment  MN,  nous 

obtenons 

(V-  -f-  ht  =  o, 

ce  qui  permet  de  poser 

(8)  w  =  It,         h  =  —  lz, 

et.  par  suite  : 

■j  =  A»-'+  R('2+  im'.fi  ■  r»^M. 
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Comme  u,  k\  À  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  et 
que  o  doit  garder  un  signe  constant,  il  faut  nécessairement  que  A, 
B,  Cf-H-D^-  aient,  pour  tous  les  points  du  segment  MN,  le  même 
signe.  Il  y  aura  donc  deux  cas  à  distinguer  : 

Ou  A,  B,  C,  D  ont  le  même  signe,  et  alors  on  peut  supposer 

Ç   =:  H*-|-   ^•--T-  iJ'-—  S^\ 

Ou  /V,  B,  C  sont  de  même  signe,  contraire  à  celui  de  D,  et  alors 
on  peut  supposer 


Ci  =  «--f-  V- 


avec 


t-  —  ^->  o. 


Dans  tous  les  cas,  on  peut  supposer  A  =  B  =  C  =  i  et  de  plus 
aussi 

Alors,  en  prenant 

(9)  lf2+l-2M-À2=I, 

cp  garde  une  valeur  constante.  En  portant  les  valeurs  de  a,  r,  (v,  h 
dans  l'inlégrale  I,  on  obtient 

1=111  /ri:  D  À  (  Idu  ch  -i-  u  dv  d\  h-  r  d\  du  ){zdt  —  tdz). 

Mais  on  a 


D:; 

D  dz 


I    I 
dt  i 


\)(-dt  —  (  dz)^ 


o     Ddz^^dt^ 


ds*; 


dz     dt 
donc 


s  d('signanl  la  dislancc  MN. 

Le  segment  M!N  est  quelconque,  si  la  (|ii;Kln(pi<'  Inmlanionlale 
est  imaginaire,  et  il  est  tout  entier  à  V inlriicnr  de  la  (piadriquc, 
si  celle-ci  est  un  ellipsoïde  réel  on  nn  In  p^rboloïde  à  deux  nappes. 
(Vpiadrifpie  réelle  non  réglée). 

On  déduit  de  là.  dans  le  cas  où  la  qnadiMpM*  lundanicnlale  est 
à  i;i'néral  rncs  imaginaires,  qin-  l' i  n  lia  ni  Ir  I,  rli'iuliii'  à  tons  Icx 
jilmis  ijiii  i Diijifiil  lin  iiif  ilr  I mil  lir  ilnmir  i  situe  tant  l'iitii'r  n 
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C intérieur  de  la  fjiKidrique,  si  celle-ci  est  réelle)^  cliaciin  de 
ces  plans  étant  pris  autant  de  fois  qu'il  a  de  points  d^ inter- 
section avec  l'arc,  est  égale  à  la  lonoukur  de  cet  arc  de 
courbe  [relativement  à  la  quadrique  fondamentale)  multi- 
pliée par  -• 

On  pourrait  de  même  considérer  Tinlégrale  étendue  à  une  sur- 
face fermée  convexe  (située  tout  entière  à  l'intérieur  de  la  qua- 
drique fondamentale,  si  celle-ci  est  réelle). 

L'intégrale  I  est  la  dualistique  de  l'intégrale  J 

C  f  f  'J^~^(^dydzdt  -\-ydzdxdt-r-zdxdydt  —  tdxdvdz) 
*"^  JJJ  [f(x,y,z.t)]^  '-  ' 

où  A  désigne  le  discriminant  de  la  forme  quadratique/.  Cette  in- 
tégrale, étendue  à  un  certain  ensemble  de  points,  représente  ce 
qu'on  peut  appeler  le  volume  de  cet  ensemble  relativement  à  la 
quadrique  fondamentale.  Si  celte  quadrique  est  à  génératrices 
imaginaires,  le  volume  de  l'espace  compris  dans  deux  des  dièdres 
opposés  par  Taréte  formés  par  deux  plans  donnés  (aucun  des 
points  de  cet  espace  n'étant  sur  la  quadrique,  si  celle-ci  est  réelle) 
est  é'^alkVangle  des  deux  plans  multiplié  par-.  On  peut  étendre 
aussi  l'intégrale  à  tous  les  points  d'où  l'on  peut  mener  un  plan 
tangent  à  une  portion  de  surface  développable  (limitée  par  deux 
de  ses  plans  tangents);  le  volume  obtenu  est  égal  à  la  variation 

de  V angle  de  contingence  de  la  développable,  multipliée  par  -• 

Revenons  aux  coordonnées  rectangulaixes  ordinaires.  Il  jaune 
autre  intégrale  qui  a  une  signification  métrique  :  c'est  l'intégrale 

double 

'^'m  dv  dw  -^  V  div  du  -+-  »•  du  r/c 


ff 


(  n--r-  c- -T-  «•-  )- 


étendue  à  nu  ensemble  de  plans  satisfaisant  à  une  même  relation 
(tangents  à  une  même  surface).  Celte  intégrale  n'est  autre  chose 
que  Vaire  de  Vimage  sphérique  de  la  portion  de  surface  con- 
sidérée, car  u^  r,  (v  jieuvent  être  considérées  comme  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  do  la  sphère  de  rayon  i  ayant  pour 
centre  l'origine,  le  point  où  la  normale  au  plan  (  //,  t'.  o",  A  )  |)crcc 
cello  sphère. 
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Celle  inlégrale,  qui  est  égale  aussi,  comme  on  sait,  à 

di 


IJk 


d'y  désignant  l'élément  de  surface  de  l'enveloppe  des  plans  consi- 
dérés, et  -3   p    la  courbure  totale  de  cette  surface,  n'a  pas  d'ana- 

logue,  quand  on  remplace  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  par  une 
quadrique  quelconque. 


Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avons  surtout  considéré 
l'espace  comme  engendré  par  des  plans;  regardons-le  maintenant 
comme  engendré  par  des  droites.  Il  existe  aussi,  dans  ce  cas,  des 
intégrales  multiples  qui,  étendues  à  certains  ensembles  de  droites, 
éléments  de  l'espace,  jouissent  de  propriétés  invariantes,  lorsqu'on 
imprime  un  même  déplacement  quelconque  dans  l'espace  à  toutes 
ces  droites. 

Trois  intégrales  jouissent  de  cette  propriété,  deux  intégrales 
doubles  et  une  intégrale  quadruple.  Nous  nous  occuperons  des 
deux  premières  dans  ce  paragraphe. 

Les  intégrales  doubles  en  question  sont  naturellement  étendues 
à  des  droites  dépendant  de  deux  paramètres,  c'est-à-dire  faisant 
partie  d'une  congruence,  elles  se  rapportent  donc  à  un  pinceau 
de  droites  d'une  congruence. 

Pour  arriver  à  la  notion  de  la  première  de  ces  intégrales,  consi- 
dérons les  droites  (en  nombre  simplement  infini)  qui  limitent  le 
])inccau  et  supposons  pris,  sur  chacune  d'elles,  un  point  M,  de 
manière  à  former  une  courbe  fermée  C  (entourant  le  pinceau  à  la 
façon  d'un  anneau). 

Si  x^  y,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  Al  tic  celte  courbe; 
a,  |3,  Y  les  paramètres  directeurs  de  la  droite  D  correspondante, 
ds  la  dilférentiellc  de  l'arc  de  la  courbe  C  et,  enfin,  V  l'angle  de 
la  droite  \)  avec  la  tangente  en  AI  à  la  courbe  C,  considérons  l'in- 
tégrale 

(^)  I-    f'^dr^^^dy^idz  i\.,^^^  ^,^ 

.  '  v^2î  -+-  'fit  -    •;'-  .  ' 


-  KjI 


prise  le  long  de  la  courbe  C.  Celte  inlégrale  ne  cléjicnd  pas  de  la 
courbe  choisie  C  entourant  le  pinceau,  car  si  l'on  remplace  x,y, 
z  par  x  4-  py..  j^  -f-  p|j,  z  -+-  pv,  l'intégrale  I  est  simplement  aug- 
mentée de 


p  (  a  rt'a  -h  ^  r/3  -+-  Y  f/Y)M-(a2-4-^a-4-Y^-)f/p 


/ÏM^ 


.J-—  ;-}  —  o. 


On  peut  prendre,  j)ar  exemple,  pourC  la  courbe  suivante.  Par- 
tons d'un  point  A  d'une  des  droites  qui  limitent  le  pinceau  et 
considérons  la  trajectoire  orthogonale  issue  de  A  des  droites 
limites  :  en  général  elle  ne  reviendra  pas  au  point  A,  mais  coupera 
de  nouveau  la  première  droite  en  un  certain  point  B  différent 
de  A.  En  prenant  pour  courbe  C  lare  de  courbe  AMB  ainsi  dé- 


terminé, augmenté  du  segment  BA,  la  portion  de  l'intégrale  I  re- 
lative à  l'arc  AMB  est  nulle  et  celle  qui  est  relative  à  Bx\  n'est 
autre  que  la  longueur  de  ce  segment  {^/îg-  i).  On  a  donc 


(2) 


I  =  AB. 


Il  résulte  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  Vintégrcde  I  s'annule,  cjuel  que  soit  le  pinceau  pris  dans 
la  congruence,  est  que  la  congruence  soit  formée  des  droites 
normales  à  une  surface. 

La  condition  est  nécessaire;  cela  est  évident  d'après  la  l'or- 
mule  (2).  Elle  est  suffisante,  car  si  l'on  se  donne  arbitrairement 
un  point  A  sur  une  des  droites  D  de  la  congruence,  on  peut  dé- 
terminer sur  toute  autre  droite  D'  un  point  M  en  considérant  une 
surface  réglée  quelconque  contenant  D,  D'  et  formée  de  droites 
de  la  congruence  et  cherchant  la  trajectoire  orthogonale  des  géné- 
ratrices de  cotte  surface  (pii  |)asse  par  A:  elle  coupe  la  droite  D' 
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en  un  point  M  indépendant  de  la  surface  considérée,  en  verlu 
de  (2)  et  de  riivpothèse  que  I  est  identiquement  nulle.  La  surface 
lieu  des  points  M  est  alors  manifestement  normale  à  toutes  les 
droites  de  la  congruence. 

L'intégrale  1  jouit  de  la  propriété  que  si  Ton  divise  un  pinceau 
de  droites  en  deux  pinceaux  partiels,  l'intégrale  relative  au 
pinceau  total  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  relatives  aux 
pinceaux  partiels.  Il  est  donc  à  prévoir  qu'elle  peut  se  représenter 
au  mojen  d'une  intégrale  double  étendue  à  toutes  les  droites  du 
])inceau.  Avant  de  montrer  ce  point,  nous  pouvons  déduire  de  la 
considération  de  cette  intégrale  I  une  conséquence  importante. 

Supposons  que  l'on  fasse  réfracter  les  droites  d'une  congruence 
dans  un  milieu  d'indice  n  suivant  les  lois  ordinaires  de  la  réfrac- 
tion. Les  droites  réfractées  forment  une  nouvelle  congruence. 
Cherchons  ce  que  devient  l'intégrale  I  relative  à  un  pinceau  de 
la  première  congruence  lorsqu'on  passe  au  pinceau  réfracté.  Si 
l'on  partage  le  pinceau  en  pinceaux  infiniment  petits,  chacun  d'eux 
peut  être  considéré  comme  réfracté  sur  un  plan,  le  plan  langent  à 
la  surface  de  séparation  au  point  d'intersection  de  cette  surface 
avec  une  des  droites  du  pinceau.  En  appelant  i  l'angle  d'incidence 
des  droites  du  pinceau  sur  ce  plan  et  0  l'angle  que  fait  la  projec- 
tion sur  le  plan  de  chaque  droite  avec  la  tangente  à  la  courbe  C 
d'intersection  du  plan  et  du  pinceau,  on  a 

1=11     sitit  cos6  rfs  =  sin/   1     cos^ds. 

Dans  le  pinceau  réfracté  h  ne  change  pas,  non  plus  (pic  la  couibc  (^. 

mais  on  a 

.    .,       i    .     . 

SIIU   =    --  Slll  /, 

n 
de  sorte  (pie 

(3)  I  :==«!'. 

La  relation  (i)  étant  \raic  pour  tout  pincoiiii  inliiiiineiil  pctli 
est  évidemment  vraie  pour  un  pinceau  quelcompie  : 

I.  intégrale  I,  relative  à  un  pinceau  de  droites  dune  con- 
gruence, se  reproduit  donc,  divisée  par  //,  p(air  le  pinceau  ré- 
fracté dans  un  milieu  d'indice  n. 


Il  résiille  iiKiiiifeslnincnl  delà  le  lliéoièinc  siiivanl,  ïùcn  connu  : 

Etant  donnée  une  congriience  de  droites  normales  à  une 
surface,  les  droites  résultant  de  leur  réfraction  dans  un  milieu 
d'indice  n  sont  également  normales  à  une  surface. 

Ces  considéralions  niellent  bien  en  évidence  l'importance  de 
l'intégrale  I  et  par  suite  de  l'intégrale  double  qui  lui  est  égale. 
C'est  celle  intégrale  double  que  nous  allons  maintenant  déter- 
miner. Pour  cela,  rappelons  la  définition  des  coordonnées  pliické- 
riennes  de  la  droite.  Etant  donnée  une  droite  définie  par  deux 
points  {x^y^  z)  el  (.r',j^',  z'),  on  appelle  coordonnées  de  celle 
droite  les  six  quantités  a,  [îi,  y,  p,  </,  /•  déterminées  par 


■y^  ; 


a  =    X  —  x' , 

P=  y  -y\ 

T=    - 

p=yz'—zy, 

q  —  zx  —  xz\ 

/•  =  xy' 

(4) 

ces  six  quantités  sont  liées  par  la  relation 

ayj  -H  8  ^r  -f-  Y  /•  =  o  ; 

de  plus,  si  la  droite  est  définie  par  les  deux  plans  («,  r,  »",  h)  et 
(i/',  p',  w\  11).,  on  a,  à  un  facteur  constant  près, 


(5) 


a  =  vw' —  »'('',  p  =  wu  —  «II'',         Y  =  '"''  —  ''^  ) 

p  =  uh' —  hu  ^  q  =  (7i'  —  h\\  r  =  wh' —  hw' . 


Cela  étant,  si  l'on  considère  les  droites  d'une  congruence,  leurs 
coordonnées  peuvent  être  regardées  comme  des  fonctions  de  deux 
paramètres  a  et  ^,  et  l'intégrale  de  courbe  I  est  de  la  forme 

I  =    Ta  da  +  B  fib  ; 

•    iCi 

elle  peut  se  mettre,  comme  on  sait,  sous  la  forme  d'une  intégrale 
de  surface 

//(^-;:4)<"""'=,/y''''^  ""-<'«""■ 

Aulremenl  dit,  en  revenant  à  l'expression  (i)de  I, 
(C.)       1=    f  f(d- dx-^d  ^  dv-^d- ''  H-\ 
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C'est  cette  expression  (6)  qu'il  s'agit  de  transformer  en  y  intro- 
duisant les  coordonnées  de  la  droite. 

En  eflTectuant  les  calculs,  on  trouve,  pour  l'expression  sous  le 

s'gneJJ, 

Le  numérateur  de  celte  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

i^d'!-yd^){^dz-ydr) 

-^ {'^  di  —  oc  d-{  )(:{  dx  —  aidz)-h(oLd'^  —  ^da){oLdj  —  '^dx). 

Or  on  a  l'identité  résultant  de  (4), 

d  où 

<^dz  —  -i  dy  =  dp^yd-(  —  z  d^, 
de  sorte  que 

=  (P  rfY  -  Y  d^)dp  +(p  r/y  -  Y  f/p)(  j./y  -  ^  d'^) 

=  (Pf/Y-Y<3)^/>+(p5-Y7)c/p«^Y 
=  p  d'^  d'(  -\-  ^  d'(  dp  -+-  Y  dp  d^ . 

En  introduisant  la  notation 

w>|j^v  =  ^'  d\j.dv  -f-  [i.  f/v  d\  -I-  V  (Y/  ^[JL, 
on  voit  donc  que 

J    J         (a:+[i2+Y^)^ 

C'est  l'intégrale  double  cherchée. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  d'une 
congruence  soient  normales  à  une  surface  j)eut  donc  s'écrire 

Si  par  cxcmj)le  on  (h'-lerniinc  hi   ihoilc    p;ii-  sa   trace    sur   le  plan 
des  .ry  cl  ses  deux  premiers  |iiirarnr(irs  dircclcurs,  le  Iroisième  v 
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('■lant  pris  û^al  à  I  iimlc,  on  a 

P  =  —y^         ^l=x,         r  =  oiy  —  '^x 
et 

tO;,^v4-  oj,yy^H-to,.x^^  =  (H-  'p-)d%dx^{i-T-oi-)d^  dy~'j.'^idx(ly->r  d*^  dx). 

Si  donc  on  prend  x  ç.\,  y  pour  paramètres  de  la  conf:;riiencc,  l'c- 
qiiation  clicrcliée  est 

i)y  '  Ox  ^  \ôx        ôy  I 

si  au  contraire  on  prend  a  et  ,3,  l'équation  est 

Tous  ces  résultats  peuvent  être  généralisés  en  remplaçant  le 
cercle  imaginaire  de  l'infini  par  une  quadrique  quelconque.  Les 
mêmes  raisonnements  peuvent  être  faits  et  l'on  arrive  aux  mêmes 
théorèmes  généraux,  en  particulier  sur  les  congraences  de  droites 
normales  à  une  surface  qui  conservent  cette  propriété  après 
réfraction  dans  un  milieu  d'indice  n. 

La  deuxième  intégrale  double  de  l' espace  réglé.  —  On  peut 
arriver  à  la  notion  de  cette  intégrale  d'une  manière  lout  à  fait 
analogue  à  celle  qui  nous  a  conduit  à  la  ])rcmièrc  intégrale  double. 
Considérons  un  pinceau  de  droites  d'une  congruence;  les  droites 
qui  limitent  ce  pinceau  engendrent  une  surface  réglée.  Considé- 
rons une  développjcible  quelconque  fermée  circonscrite  à  celte 
surface  (*);  si  M  est  un  point  de  contact  de  la  développahle  et  de 
la  surface  réglée,  désignons  par  V  l'angle  des  deux  génératrices  de 
ces  deux  surfaces  qui  passent  par  M  et  par  dh  l'angle  du  plan  lan- 
gent à  la  développahle  avec  le  plan  tangent  infiniment  voisin.  Con- 
sidérons enfin  l'intégrale 

(lo)  .1  =    rcosVf/O 

étendue  à  toute  la  courbe  de  contael.  Celle  intégrale  est  en  cpielque 

(')  C'csl-;'i-r!iio  telle  que  la  cmirlto  di'  l'onlacl  «lit   une  rourbe  fennec. 

XXIV.  la 
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sorte  la  dualistiqae  de  la  première,  la  courbe  C  élanl  ici  rem- 
placée par  la  développable,  la  tangente  à  la  courbe  C  par  la  géné- 
ratrice de  la  développable  et  enfin  la  différentielle  de  l'arc  par  la 
différentielle  de  l'ano-le  de  contingence. 

On  voit  d'abord  que  l'on  peut  transporter  les  droites  du 
pinceau  parallèlement  à  elles-mêmes  d'une  façon  quelconque,  en 
conservant  parallèles  à  eux-mêmes  les  plans  tangents  à  la  dévelop- 
pable, sans  que  l'expression  cosV  t/0  change  de  valeur.  On  peut 
donc  supposer  que  le  pinceau  est  foiuné  de  droites  passant  par  un 
point  fi^e.  Si  Ion  prend  la  trace  de  la  figure  sur  la  sphère  ayant 
pour  centre  ce  point  et  pour  ravon  l'unité,  le  pinceau  découpe  une 
courbe  sphérique  C,  le  plan  tangent  à  la  développable  un  grand 
cercle  tel  que  IMH.  Si  M  et  M'  sont  deux  points  infiniment  voisins 
de  la  courbe   C.   MH    et  M'H  les  grands  cercles  correspondants. 


l'angle  V  n'est  autre  que  Mil  et  clH  est  égal  à  l'angle  MIIM'.  Or, 
figurons  l'arc  de  grand  cercle  MM'  et  les  deux  arcs  de  grand  cercle 
MN,  M'N  tangent  en  INI  et  M'  à  la  courbe  C.  Dans  le  triangle 
MM' H  {JJg.  2),  ou  a 

cosVsinH  =  cosMM'HsinM'MH  +  sin  MM'H  cosM'.MH  cosM, 

et  SI  il  est  infimmcnl  pelil 

.•...\  r/0  =  -in(MM'H  --  M'Mn\ 
<  )r  on  a 

.MM'II-4-  M'MH  =  INVIII  -NMM'-+-t:— (tM'114-  \M'm), 

ou,  en  appelant  dt  l'angle  de  contingence  des  deux  arcs  de  grand 
cercle  M.\,  M'.N, 


MM'II  ^  MMII 


,/NMM-^TT  — ,/e 


—   KiT  — 
dOù  liiialcincnl,  en  posMiil 

a  =  XMH, 

on  a 

cosV  d()  =  (h  -+-  ch. 

En  intégrant  le  long  de  la  courbe,  a  reprend  sa  valeur  |)ar  hy- 
pothèse lorsqu'on  revient  au  point  de  départ  et  il  reste 


^/- 


Mais,  d'après  le  paragraphe  !2,  la  variation  de  l'angle  de  contin- 
gence est  égale  à  l'aire  de  la  surface  de  la  sphère' extérieure  à  la 
courbe  C.  On  peut  donc  prendre  (§  12) 


g  d'à  d-;  -^  3  ch;  (h  —  7  (h  d'p 


Telle  est  la  deuxième  intégrale  double,  que  nous  aurions  na- 
turellement pu  écrire  immédiatement,  mais  dont  l'analogie  avec  la 
première  intégrale  I  est  mise  en  évidence. 

La  condition  pour  que  cette  intégrale  soit  nulle,  quel  que  soit  le 
pinceau  choisi  dans  la  congruence,  est,  en  supposant  y  non  iden- 
tiquement nul  et  par  suite,  si  l'on  veut,  égal  à  1 , 

doi  d^  =  o, 

c'est-à-dire  que  a,  [i,  v  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre.  Les 
droites  de  la  congruence  sont  donc  toutes  parallèles  aux  généra- 
trices d'un  même  cône. 

La  condition  nécessaire  et  sujjisanle  pour  cjue,  étant  donnée 
une  congruence  de  droites,  on  puisse  faire  passer  par  chaque 
droite  D  de  cette  congruence  un  plan  P  tel  que  V intersection 
de  ce  plan  P  et  d'un  quelconque  des  plans  injiniment  voisins 
soit  perpendiculaire  à  la  droite  D,  est  que  toutes  les  droites  de 
la  congruence  soient  parallèles  aux  génératrices  cV un  tnènu' 
cône. 

C'est  l'analogue  des  congrueuecs  de  di-oiles  normales  à  une  sur- 
face. 
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Expression  des  inlégrales\eti  cUins  un  système  quelconque 
de  coordonnées.  —  On  peut  arriver  à  ces  expressions  en  se  don- 
nant l'équation  tangentielle  du  cercle  imaginaire  de  l'infini,  cal- 
culant les  deux  intégrales  de  courbe  et  les  Iransformant  en  inté- 
grales doubles.  Pour  éviter  les  calculs,  je  me  borne  à  prendre 
a  priori  leurs  valeurs  définitives  et  vérifier  qu'elles  sont  égales 
aux  intégrales  doubles  T  et  J  exprimées  en  coordonnées  rectangu- 
laires. 

Prenons  d'abord  la  seconde.  Soient  ?/|,  u-^,  //;),  u-,  les  coor- 
données d'un  plan  et 


(•2) 


o(lll,   Uî,  «3,  ll!,)=  X  A//..  </,?</, 


l'équation  tangentielle  du  cercle  imaginaire  de  l'infini.  Soit  enfin 
/{^t,  x-^i  ^3,  Xr,)  la  forme  adjointe  de  cp,  qui,  égalée  à  zéro,  re- 
présente l'équation  du  plan  double  de  l'infini.  Etant  donnée  une 
droite  définie  par  deux  plans  //  et  v^  nous  prendrons  pour  coor- 
données de  la  droite  les  six  expressions 


«7,7,=  UiVi, 

liées  par  la  relation 


ViUk=—qi,i 


(i,  A-  =  1,2,3  4) 


Posons  enfin 


(.3) 


y  12 '734+  '/23  714-i-  731^24  =  O. 

doji  =  u-i  (If/s;  -t-  Us  dq,i  -+-  u<,  dij ri' 
diu-i  =  K,  d(j!,3^  «i  d(/ii-+-  u-i  dq^u, 
diM3  =  Ui  dqi<^-\-  Ui  dqn  -t-  u^  dq\2^ 
r/coi  =  ?/,  f/yjo  -H  u^  dq^-^  u-i  (l<l\s- 


On  vérilie  immédialemcnt  (jue  1  Ou  a.  par  exemple, 

K-î  qv,  -+-  »3  7*2  -^  "4  qvi  =  <>• 


<l  ou 


Nous  j)oscruns  de  même 

dto\  =r.  i'i  (tqy,     I-  t-,  (lq;i,-\     \';  dlji.s-, 

ri   les  ioiiiiidrs  analoiines. 


tu-i       dltf,       dtl; 
II-,  ll,i  II; 

l'i         t';i  'i 
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Enfin  posons 

i    '!'('///.)=  ^(«I,  "2,  «3,  «i)  ?(^'l'  ''2,  l'a, ''0 

les  C2^^  désignant  toujours  les  demi-dérivées  de  'j.  l^e  second 
membre  ne  dépend  manifestement  que  des  uiVh —  «'/«Ai  et,  égalé 
à  zéro,  il  représente  l'équation  du  complexe  des  droites  isotropes 
(tangentes  à  la  surface  a  =  o).  On  a 

^Hqii^)=  :^(A,xA/,,j.—  A/,j.A/,).)y,x«//,,j.. 

Considérons  alors  l'intégrale  double 


(•') 


O 


f1>(yi2,    ...,'734)]^ 


On  vérifie  immédiatement  qu'au  numérateur  les  ^^  elles  v  n'entreni 
que  par  les  combinaisons  ui^'k —  *'/"a-  De  pUis  le  numérateur  est 
du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  f,  c'est-à-dire 
du  troisième  degré  par  rapport  à  ceux  de  es,  et  il  en  est  de  même 
du  dénominateur;  l'expression  est  donc  liomogène  et  de  degré 
zéro  par  rapport  aux  A;  elle  ne  dépend  donc  que  de  Véqualion 

o(«)=  o, 

et  non  de  h\  forme  '^  elle-même. 

Si  nous  elTectuons  maintenant  sur  les  a  et  les  v  une  même  sub- 
stitution linéaire 

la  forme  '^  devient  une  certaine  forme  '^'  et  <I>  se  cliansc  dans  fa 
forme  correspondante  <I>'.  Quant  à  la  forme  adjointe  y  de  '-s,  elle 
devient  la  forme  adjointe  y  de  ci'  par  la  substitution 

(17)  Xi  =  ^  \ik^'l,  (l  -1,2,  3,  4  }, 

où  A,A  désigne  le  mineur  du  délermiiianl  de  la  subslitulinn  (i()V 
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relatif  à  A/a  ('V  Or,  par  la  siihslitulion  (i6),  il  est  facile  de  voii 
que  rfco( ,  (f/coo,  f/wj,  cho,,  subissent  précisément  la  substitution  (17), 
de  même  chù\,  .  .  . ,  dxo',^.  Il  en  résulte  que  le  numérateur  de  l'in- 
tégrale (i5)  se  reproduit,  sauf  que/est  remplacé  par/"'. 

L'intégrale  (i5)  est  donc  invariante  par  une  transformation 
h o m ograp Jiique  quelconque. 

Or,  pour 

Ci  =  ?<f  -;-  M§  -T-  i<5, 

on  a 

1*  =   '723   +  ^51    ^'/îî 

et 

de  sorte  que  rinlcgrale  devient,  au  signe  [irès. 


J    J     {ql 


(IlH;  (Iix>'. 


q\î  (1<]1^  flq^\  -^  <7-2:<  dq-^s  cli/xi-^  CJii  c/(Jii(fq2^ 


on,  avec  nos  notations  précédentes, 


L' intégrcde  (i5)  est  donc  égale  à  J. 

Bemarque.  —  On  pourrait  supposer  que  cp  est  une  forme  qua- 
dratique quelconque,  et  l'on  a  alors  une  intégrale  double  de  l'es- 
pace  réglé,  où  cette   qiuidrifjue    sei'ait    quadrique   fonchunenlale. 


(')  lin  ciïct, /(j:,,  x-j,  x.,  a:,)  n'csl  uiilrc  ciiosc  que  le  discriiiiinnnt  de  la  forme 

•y  (  «,,  M,,  ^^^,  «,,  «^  )—'■?(  U^,  Uj,  «,,  ",  )  -i-  J  (  J",  «,  -+-  X^  «J  -t-  X,  «,  H-  X^  «,  )  «,. 

Par  la  subslilution  (16),  à  la(|ucllc  on  ajoute  «^  =:  -^  >  on  oblicnl  une  suhsli- 

lulion  (Je  délcrniinunt  1  qui  change,  d'après  (17).  la    forme   •!/  en   une  forme  île 
nic/ne  discriminant 

•y  —  -i' (  h',,  h'.,  u\,  ii\  )-+-  .!(x',  ii\  -h  jc'.  ti'  -f-  jTj  u\  -+-  x\  u\  ) «'',  ; 

donc  /  se  <|iiin;;r  pur  (17)  en/'. 
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Celle  inlci;ralc  double  csl  encore  égale  à  J "expression  (lo). 


-f 


cos  V  dd. 


définie  de  la  même  façon  ([n'en  Géométrie  ordinaire. 

Si  l'on  remplace  mainlcnanl  dans  (t5)  les  coordonnées  langen- 
lielles  par  les  coordonnées  ponctuelles,  c'est-à-dire  les  u  par  les  .r, 

et  les  gi/f  par 

pa-  =  ^iyA  —  Yi^/c 

(d'ailleurs /?,2,/>,3, /'m, /'isj />2'. r />3',  sont  proportionnels  à  q:^^, 
f/',2i  (]i:ii  fj \\i  (J-i\i  ^I\'i)i  o"^  ^  '^'i^^  nouvelle  intégrale  double  qui 
jouit  de  propriétés  invariantes.  Mais  cette  intégrale  n'est  définie 
que  si  la  forme  /{^t,  ^s,  -x^a,  X;,)  [qui  remplace  'f  (w)]  est  réduc- 
tible à  une  somme  d'au  moins  trois  carrés  indépendants,  et  dans 
le  cas  de  la  Géométrie  ordinaire/=  J?^.  Mais  remarquons  que  le 
dénominateur  F(/?/a)  qwi?  égalé  à  zéro,  représente  l'équation  du 
complexe  des  tangentes  à  la  surface  f  =zo,  peut  aussi  bien  être 
calculé  en  partant  de  l'équation  tangentielle  ^  ^  o  de  celte  sur- 
face, et  dans  ces  conditions  lintégrale  conserve  un  sens  en  Géo- 
métrie ordinaire. 

Si  donc  *^(pi/i)  désigne  le  premier  membre  de  l'équation  du 
complexe  des  droites  isotropes  (calculé  au  mo_)'en  du  premier 
membre  cp  de  l'équation  tangenlielle  du  cercle  imaginaire  de  l'in- 
fini), on  peut  considérer  l'intégrale  double 


(i8) 

[^{piî,  ...,Pi!,)y 

où.  par  exemple, 

dwi  =  .r-y  <ipi\-^  ^3  (fp\2-^  -^i  dp-iî, 
dv$\  =  y-i  dps;-^  y-i  dp-,,  —  Ji  rf/'2r»- 

Cette   intégrale  conserve   sa  valeur  (à  un  fadeur  constant  près) 
par  toute  transformation  bomographique. 

Or,   si   l'on   se  place  en  coordonnées  rectangulaires,  on  jieul 
prendre 

O  =  ll^  -r-  U'I  -+■  lll, 
'l«  =  (  a.  i'3  —  C.  U.i  )2  -1-  (  f/3  r,  —  T:,  H  ,  ^  -(-('' ,  f.  —  T,  //.,  )- =  p]  ■, -^  pU -^  P',  ;, 
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el  rinlégralo  esl,  au  signe  près, 


// 


(/^îi+T'iv+i'h)' 


En  calculant  dm,  clm\,  on  trouve 

dwi  dm\  =/»23  ^'^/'34  dpii-^pu  àp^t  dp^^^p,^.,  dp-n  clpr^  =  i^/,,„p,,.p,,. 

En  revenant  à  nos  anciennes  notations,  nous  retrouvons 


I  = 


(cc-^+^^-^f-y 


qui  est  bien  la  première  des  intégrales  doubles  considérées  au 
commencement  de  ce  paragraphe. 

La  formule  (i8)  permet  donc  d'écrire,  en  coordonnées  té- 
traédriques,  la  condition  pour  que  tes  droites  d'une  con- 
gruence  soient  normales  à  une  surface,  connaissant  l'équa- 
tion tansentielle  0  =  0  du  cercle  imaginaire  de  l' in  fini. 

11  est  évident  aussi  cpi'on  peut  remplacer  dans  cette  formule  es 
par  une  forme  quadratique  (juelconque,  et  l'on  a  ab)rs  l'intégrale 
de  courbe 

cosV  ds, 


/■ 


V  et  5  étant  définis  |)ar  rapport  à  la  (piadrifjuo  foudamonlale 
çp  =  ().  dette  intégrale  se  re])rodnil  à  un  (acteur  constant  [)rès, 
l()rs([uc  les  droites  se  réfractent  dans  un  milieu  d'indice  donné. 
Le  théorème  relatif  aux  congruences  de  normales  éi  une  sur- 
face qui,  par  réfraction,  conservent  la.  même  propriété, 
s^étetid  donc  naturellement  avec  une  (juadrique  fondamentale 
(jurlcouf/ue. 

Nous  avons  trouvé  deux  intégrales  doubles  exprimant  des  pro- 
pri('h''S  méliKpies  de  piri(<aiix  de  di'oiles.   Dc'sigunns  s>  nibolicpie- 

nicnl    p;ii'   il\    cl    d.\    les    (iiiiinl  liés    xmis   le   sij^nc    1    I    de   (c^   dciiv 
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intégrales.  On  poiirrail  considérer  Tintégralc  quadruple 


//// 


dldi, 


élendue  à  un  ensemble  de  droites  dépendant  de  quatre  paramètres 
et  elle  exprimerait  également  une  propriété  métrique  de  cet  en- 
semble. Dans  le  cas  où  l'on  prend  une  quadrique  fondamentale 
quelconque,  cette  intégrale  quadruple  existe  en  effet;  mais,  en 
Géométrie  ordinaire,  on  vérifie,  par  un  calcul  simple,  qu'elle  est 
identiquement  nulle.  C'est,  en  effet, 

I       I       I       I      l  ^''  ^^^  d'i  ^  g  d'i  dr  -^  <^  dr  dz){%  d^  r/y  +■ . .-^  y  ^^^  ^^ )  J 

/     J     J     J  '  (a^+?^+-)3  '  — 

Si  l'on  fait  y  =  i ,  ce  qui  est  permis,  il  reste, 

;  dp  d'i  -+-  r/a  dq  ^  r  dx  d'à -h  oi  d^  dr -\- '^.  dr  d%)  di  d'^ 


sur- 


(a^-H  32-^72^3 


expression  identiquement  nulle,  puisque,  en  effectuant  le  produit 
symbolique  du  numérateur,  chaque  produit  partiel  contient  deux 
différentielles  identiques  {dx  ou  d'^). 

jNéanmoins  il  existe  une  intégrale  quadruple  de  l'espace  réglé, 
invariante  par  une  transformation  de  coordonnées  quelconques. 
Désignons  toujours  par  <Ï>(/?/a)  le  premier  membre  de  l'équation 
du  complexe  des  droites  isotropes  ;  par  P  le  premier  membre  de 
l'équation  du  plan  de  l'infini,  et  par  f  le  premier  membre  de 
l'équation  d'une  sphère  quelconque  et  considérons 

V{d{.o\,  dm'.,,  f/wj,  doi[)  P{d(X)i,  (/co.>,  d^j,  d<.o„)         1 
x{dt3j\  dfU ,  -f-  ^(o 2  <//m ,  -f-  rfto 3  rf/(',) ,  H-  diM \  (//",'.> ,  )  J 

OÙ  les  ûfto/,  <:/c.j^  sont  déterminés  par  les  formules  (i3) 

c?aj,  =  Ui  dqv*^  "3  dq,^-\-  il;  dq-i^  ■=  u-y  dj)ii-+-  u^  dpi3-r-  u^  dp^, 
doi'i  =  i\  dqr^->r-  V3  dq-^-^-^-  v<^  dq^i^  =  c,  dp^^_-\-  Vz  dpi3-h  i'<,  dp^,, 


Cette  expression  est  homogène  et  de  degré  zéro  en  pn^.  Par  une 
substitution  linéaire,  elle  conserve  la  même  forme.  Elle  est  indé- 
XXIV.  i3 
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pendante  de  la  sphère  choisie,  car,  si  Ton  remphice/par/+  PQ, 
Je  numérateur  ne  change  pas.  Enfin,  si  Ton  multiplie  les  put  par 
un  même  facteur,  fonction  quelconque  des  quatre  paramètres  des 
droites,  l'expression  ne  change  pas  non  plus  ('). 

L'intégrale  double  (i)  représente  donc,  à  un  facteur  près,  une 
quantité  métrique  attachée  à  tout  ensemble  de  droites  (dépen- 
dant de  quatre  paramètres). 

En  coordonnées  rectangulaires,  on  a 

P  =  Xi,       /=  xl-i-xi-hTl.        "^  ^ pU^Ph-^ Ph> 

et  l'intégrale  devient 

f  f  r  f  dtû-,  dM^  (  dioi  f/w'i  -I-  diOi  dit)',  -+-  dw^  dio'^  ) 
A 


=//■// 


Or 

f/coi  dio\  =pi2  dpi$  dpn-+-pi3  f//?u  dpii^ p\;  dpi.,  <://?i3  =  w,,,^.,,,„/,,^, 

duii  f/w'j    =7521  dp2!,  dp23-^P2l,  dpz3  dpoi^p23  dp-2l  dp2i  =  W/'i3./>ii.P»^' 

diùs  dià\  =p3i  dp32  dp3i-+-p32  dpst,  dpsi-^ps!,  dp3i  dp32  =  W/,3, ,,,,,, ^3,, 
c/wv  dtM\  =pu\  dp'^3  o(/?42  -t-jOia  dp<^2  dp-^i  •+-  pu  dpn  dp.,3  =  '■Op,,.p,^,p,,. 

Finalement,  et  en  reprenant  nos  anciennes  notations, 


t3r  (  Wa^,.  -f-  wp,.,,  -t-toy/"/) 


Cas  particulier.  —  Supposons  que  nous  étendions  l'intégrale  A 
à  l'ensemble  des  droites  qui  coupent  une  aire  plane  donnée,  qu'on 
peut  toujours  supposer  dans  le  plan  des  j'y.  Alors,  en  prenant 
pour  paramètres  d'une  de  ces  droites  les  coordonnées  de  son 
point  d'intersection  avec  le  plan  des  a-y  et  ses  deux  premiers  pa- 
ramètres directeurs  a  et  [i,  le  troisième  y  étant  pris  égal  à  l'unité, 
on  a 


(')  Cela  résulte  de  ce  ()uc  le  niiim-riilcur  est  un  produit  (synil)oli(|ue)  de  deux 
fiiclcurs  dont  cliacun  contient  les  variables  p  par  des  combinaisons  de  la  fornnr 
w-^  .^  —  X  rfix  f/v -i- |i  rfv  rf>k -+- V  (A  ^[1,  el  cette  expression  se  reproduit  multipliée 
par  }0 ,  si  rr>ri  ri'in|)lare  ),,  ;i,  v  par  /(A.  A|j, //v,  /i  «'•l;inl  <niclciMitfUi\ 
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cl 


d'où 


(a^^,.  =  a-  dx  dy  —  ci.x  dx  t/^  +  o.x  dy  d%  -t-  x-  d'x  d^ , 
wp^^  =  pî  dx  dy  —  ^y  dx  d^  +  ^y  dy  d-j.  -\-  y"-  <r/a  d^, 
oyypfi  =  dxdy, 

a)(^py  =  doL  f/j3, 


-  c  c  c  c  ^'"^  ''^P  ^^^  '''^  —  ii  r  f    ^^g  '^^P 

JJJJ  (.  +  a-^+[i-2)-^-  VJ   (i  +  a'^+p-^ 


s  désignant  l'aire  de  la  portion  considérée  du  plan  des  ccy,  et  l'in- 
tégrale double  étant  étendue  à  tout  le  plan  des  aj^.  En  calculant 
cette  intégrale,  on  trouve 

A  =  TrS. 

On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 

L'intégrale  quadruple  A,  étendue  à  toutes  les  droites  qui 
coupent  une  portion  de  surface,  chacune  d'elles  étant  prise 
autant  de  fois  qu'elle  a  de  points  d'intersection  avec  celle-ci, 
est  égale  au  produit  de  r^  par  l'aire  de  cette  portion  de  surface. 

En  particulier,  l'intégrale  A,  étendue  à  toutes  les  droites  qui 

coupent  une  surface  fermée  convexe,  est  égale  au  produit  de  - 
par  l'aire  totale  de  cette  surface. 

Etant  donnée  une  surface  fermée  convexe,  nous  sommes  donc 
arrivés  à  la  notion  de  trois  invariants  métriques  de  cette  surface  : 

i"  Le  volume  de  l'espace  compris  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face, invariant  de  dimension  6  par  rapport  à  la  longueur,  qui 
s'exprime  au  moyen  d'une  intégrale  triple  de  l'espace  ponC' 
tuel 

I  I  I  dx  dy  dz, 

étendue  à  tous  les  points  à  V intérieur  de  la  surface  ; 

'x°  L'aire  de  la  surface,  invariant  de  dimension  ;2,  qui  s  ex- 
prime au  moyen  d' une  intégrale  quadruple  de  l'espace  réglé 


llJfl 


<'iaPY("'3('7'-+  W(:i'7'-+-  ">y/'7  > 


étendue  à  foutes  les  droites  qui  coupent  la  surface  ; 
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3°  Un  autre  i/n'ariant  de  dimension  i,  qui  s'exprime  au 
moyen  d'une  intégrale  triple  de  l'espace  tangentiel 


ni 


u  cil'  div  dh  -r-  r  dw  du  dh  -+-  w  du  dv  dh  —  h  du  dv  div 
{u--+-  v^-i-  w-y- 


étendue  à  tous  les  plans  qui  coupent  la  sur/ace.  Cette  der- 
nière intégrale  est  égale  à  4'î^R  pour  une  sphère  de  rayon  R  ;  à 
7z{a  -+-  b  -\-  c)  pour  un  parallélépipède  rectangle  de  côtés  a,  6,  c; 

à  '-^p  pour  un  disque  plan  de  périmètre/?. 

On  pourrait  appeler  périmètre  de  la  surface  fermée  l'inté- 
grale précédente  multipliée  par--  Le  périmètre  d'une  sphère 

serait  alors  égal  à  8R,  et  celui  d'un  cylindre  droit  au  péri- 
mètre de  la  base  augmenté  du  double  de  la  hauteur. 

Il  n'y  a  pas,  dans  l'espace  tangentiel,  d'autre  intégrale  multiple 
de  la  forme  considérée  qui  soit  invariante  par  tout  déplacement 
dans  l'espace,  que  les  deux  intégrales  triple  et  double  que  nous 
avons  considérées.  11  n'y  a  pas  non  plus,  dans  l'espace  réglé,  d'autre 
intégrale  multiple  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  les  trois 
intégrales,  deux  doubles  considérées  dans  le  §  -4,  et  une  quadruple 
considérée  dans  le  §  5.  D'ailleurs  toutes  ces  intégrales  multiples 
peuvent  être  trouvées  par  des  résolutions  d'équations  difléren- 
lielles.  Ce  sont,  en  efl'et,  en  employant  une  expression  due  à 
M.  Poincarc,  des  invariants  intégraux  relatifs,  les  premiers  au 
groiqje  de  transformations  des  plans  de  l'espace,  les  seconds  au 
groupe  des  droites  de  l'espace,  lorsqu'on  déplace,  d'une  façon 
(pielconque,  cet  espace  en  lui-même.  D'après  les  méthodes  de 
M.  Lie,  on  a  le  moyen  de  trouver  tous  ces  invariants  intégraux. 

Ces  considérations  sont  naturellement  susceptibles  d'extension 
dans  plusieurs  sens  ;  on  peut,  par  exemple,  substituer  au  groupe 
des  mouvements  un  group(,'  quelconque  et,  prenant  une  famille  de 
courbes  ou  de  surfaces  invariante  par  ce  groupe,  considérer  des 
intégrales  multij)les  de  l'espace  considéré  comme  engendré  par 
les  courbes  ou  les  surfaces  de  celle  famille  ;  certaines  de  ces  inté- 
grales pourront  conserver  leur  valeur  en  eirccluant  sur  les  courbes 
ou  les  surfaces  considérées  une  Iransfuruialiou  (juclconque  du 
groupe,    l'ar  exemplr,   on   |)(iil   coiiMtlcr  i-r  hi   (iiuiillc  des  >phères 
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de  l'espace  relativement  au  groupe  à  lo  paramètres  des  transfor- 
mations qui  conservent  les  angles  ;  ou,  au  lieu  des  sphères,  on 
peut  considérer  les  cercles  de  l'espace,  relativement  au  même 
groupe.  On  a  alors  des  quantités  attachées  à  certains  ensembles 
de  sphères  ou  de  cercles,  et  qui  font  corps  avec  ces  ensembles 
vis-à-vis  de  toute  transformation  qui  conserve  les  angles. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  M.  VASCHY 
SUR  UNE  DISTRIBUTION  QUELCONQUE  DE  VECTEUR; 

Par  M.   Lakose. 

1.  M.  Carvallo  a  donné  {Bull,  de  la  Soc.  mathém.,  t.  XVIII ^ 
1890)  la  généralisation  suivante  de  la  formule  de  Green  : 

Soit  un  champ  U  limité  par  une  surface  S;  soient  co  un  opéra- 
teur linéaire  fonction  du  vecteur  qui  va  de  l'origine  au  point  con- 
sidéré, V  l'unité  de  normale  intérieure,  V  l'opérateur  d'IIamillon  ; 
on  a  l'identité 

(1)  J  f^(^/)d^^JJJo{\)d^  =  o, 

les  dérivations  de  V  portant  sur  les  éléments  de  o. 

On  passe  donc  de  l'intégrale  double  à  l'intégrale  triple  en  rem- 
plaçant V  par  V. 

2.  Soit  h  un  vecteur  défini  en  chaque  point  du  champ  U;  si  o 

est  une  fonction  de  h  tel  que  l'intégrale   /  /  cp(v)<io-,  prise  le  long 

d'une  sphère  S,  soit  à  un  facteur  numérique  près  égale  à  la  valeur 
moyenne  du  vecteur  h  sur  la  sphère,  en  appliquant  l'identité  (i) 
au  volume  compris  entre  S  et  S,  et  supposant  S  infiniment  petit, 
on  aura 

(2)  ^T.h^  Ç  f  ^{^i)(h-^  f  f  f  o{X)di-  =  o\ 

cette  identité  sera  analogue  dans  l'espace  à  l'identité  de  Cauchy 
dans  le  plan  pour  le  calcul  des  résidus. 

3.  On  est  conduit  à  une  expression  de  l'opérateur  a  par  les 
considérations  physiques  suivantes  : 
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La  force  exercée  sur  une  masse  i  placée  en  O  par  une  masse  m 

située  en  M  est,  d'après  la  loi  de  Newton,  égale  à —,  r  étant 

la  distance  OM  et  a  le  vecteur  unité  de  direction  OM. 

Si  en  M  on  a  un  élément  de  courant  /;?,,  ou  masse  laplacienne, 

la  force  exercée  en  O  sera  —  V  (  —  •  m,,  1  • 

La  résultante  des  deux  forces  sera  donc  —  V(  —  •  ^  h  7  désignant 

un  quaternion  dont  le  scalaire  est  la  masse  nevvtonienne,  le  vec- 
teur la  masse  laplacienne. 

Sur  la  sphère  S  de  centre  O,  on  a  a  =  v  (v  normale  intérieure 
au  volume  U)  ;  donc 

Nous  poserons  cp(v)  =  —  V(  — -v.Aj  et  l'identité  (2)  s'écrira 

Les  dérivations  du  V  de  l'intégrale  triple  s'apj^liquaiil  aux  é'Ié- 

ments  des  deux  vecteurs  h  cl  —, 

r- 

or  on  a  V  —  ^  o.  Il  suffit  donc  d'appliquer  les  dérivations  de  V 

au  vecteur  h. 

Cette  identité  exprime  le  tliéorème  signalé  par  ^L  Vascliy  : 

Le  champ  d'an  vecteur  (juelconrjne  h  peut  être  considéré 
comme  produit  par  la  superposition  d^ un  champ  de  masses 
newtoniennes  et  cV un  champ  de  masses  laplacirnnes  réparties 
dans  le  i(dume  U  et  sur  la  surface  limite  S  du  champ. 

i^a  loi  (le  distribution  est  la  suivante  : 

4ro  -+-  S  VA  =  o,         /,-|ji  -(-  V(V//)  =r(), 
4  -7  M-  S  V  h  =  (.,         /,  T.-  -\-  \  (w/i }  —  o. 
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p,  o-désignanl  les  densités  de  masses  newtoniennes  de  volume  et 
de  surface,  tx,  t  les  densités  de  masses  laplaciennes  de  volume  et 
de  surface. 

4.  L'identité  démontrée  ci-dessus  peut  être  considérée  comme 
une  généralisation  de  la  formule  de  Cauchj  dans  le  plan  pour  le 
calcul  des  résidus,  mais  elle  est  plus  générale  dans  l'espace  que 
l'identité 


J      ->  —  « 


ne  l'est  dans  le  plan,  puisqu'elle  renferme  une  intégrale  triple. 

Fig.  I. 


if 


'; 


La  formule  de  Cauchy  résulte  immédiatement  de  l'identité 

y  (X  +  iX){clx  +  idy)  =  ij  f(^±^i±yx-+-  iY)dS, 

X  -h  iy  =  z. 

X,  Y  sont  des  fonctions  de  œ,y  réelles,  continues  et  uniformes  à 
l'intérieur  de  l'aire  S  d'intégration. 

Les  vecteurs  représentatifs  d'imaginaires  considérés  par  C.auchj 
sont  assujettis  à  la  relation  symbolique 

qui  exprime  que  la  dérivée /'(s)  est  indépendante  de  la  direction 
choisie  autour  du  point  considéré,  et  cette  relation  fait  disparaître 
l'intégrale  double. 

L'opérateur  (- — ^'  ~r)  joue  dans  le  plan  le  rôle  de  l'opéra- 
teur d'Hamillon  dans  l'espace. 
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La  frénéralisalion  immédiate  de  la  formule  de  Cauchv  serait  donc 


i.,=ffx(l..,j,),s. 


le  vecteur  /i  étant  assujetti  aux  équations  différentielles 

Cette  identité  symbolique  s'interprète  géométriquement. 

Donnons,  par  exemple,  au  vecteur  h  la  signification  du  déplace- 
ment du  point  {x,  y,  z). 

V/i  =  o  exprimera  qu'autour  du  point  considéré  il  n'j  a  ni  dé- 
formation, ni  rotation;  le  mouvement  est  un  simple  mouvement 
de  translation. 

GÉNÉRALISATION  ET  EXTENSION  A  L'ESPACE  DU  THÉORÈME 
DES  RÉSIDUS  DE  CAUCHY; 


M.     E.    C 


A  B.  V  A  L  L  o . 


1.  Dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  y*(j:)  est  une  ima- 
ginaire, fonction  de  l'imaginaire  x.  Si,  avec  Cauchj,  on  repré- 
sente les  imaginaires  par  des  vecteurs  allant  de  l'origine  aux 
divers  points  d'un  plan,  les  résultats  analvliques  s'interprètent 
géométriquement  :  y  est  un  vecteur;  il  est  fonction  du  vecteur  :r 
ou,  plus  simplement,  du  point  qui  est  à  l'extrémité  de  ce  vecteur 

f(x) 
issu  de  l'origine.  On  considère  l'intégrale  de   l'expression 

le  long  d'un  contour  formé  de  deux  lignes  :  un  cercle  t  de  rayon 
infiniment  petit,  qui  a  pour  centre  le  point  a,  juiisunc  lignes  qui 
renferme  le  cercle  7.  Pour  avoir  la  formule  de  Caui-liv,  il  suffit  de 
transformer  cette  intégrale  de  ligne  en  une  intégrale  étendue  à 
l'aire  v,  qui  est  comprise  entre  les  lignes  a-  et  5.  Telle  est  la  mé- 
thode que  nous  allons  étendre  à  l'espace. 

2.  La  variable  indépendante  x  décrira,  non  plus  un  plan,  mais 
l'espace.  Pour  plus  de  généralité,  f{x)  sera  une  entité  quel- 
conque, géométrique  ou  non,  déterminée  en  cha(|ue  |)oint.r  ('). 

(')  Par  exemple,  une  des  cnlilés  considérées  parllamillon  <ni  Grasstnann,  dans 
leurs  rnélliodes  de  calcul  géomélriqiir.  uiir  masse,  un  vorlcur,  un  nuiplc,  uu 
point,  nn  plan,  une  force. 
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Les  champs  d'inlc-gralion  seront  la  surface  d'une  sphère  t,  une 
surface  s  qui  enveloppe  7,  enfin  le  volume  v  compris  entre  les 

deux  surfaces  7  et  s.  Le  vecteur  — — —  (qui  dérive  du  potentiel  lo- 
garithmique) sera  remplacé  par  le  vecteur  newtonien,  représenté 
par  la  formule  —>  où  a  est  le  vecteur  égal  à  l'unité  et  porté  du 
point  a  vers  le  points;  /•  est  la  distance  de  ces  deux  points. 
Ainsi,  nous  aurons  à  intégrer  l'expression  -:^f{x)  le  long  des  sur- 
faces 1  et  s.  Pour  ces  surfaces,  considérons  les  normales  v  et  v,, 
égales  à  l'unité  et  dirigées  vers  l'intérieur  du  volume  r.  L'inté- 
grale de  surface  envisagée  sera 


IV^A'-^LHA"'- 


La  signification  des  symboles  v,  —  j/aété  expliquée.  Quant  au 
crochet    t' —  /  h  c'est  une  fonction  de  ces  trois  symboles;  mais  sa 

signification  demeure  arbitraire  et  nous  pouvons  en  disposer  à 
notre  gré,  pourvu,  toutefois,  que  la  définition  qu'on  adoptera 
permette  la  transformation  que  nous  avons  en  vue.  Or,  d'après  un 
théorème  général  que  j'ai  établi  antérieurement  ('),  sur  la  trans- 
formation des  intégrales  doubles  en  intégrales  triples,  il  suffit  que 

la  fonction  r-*— /^  soit  linéaire  en  v;  elle  peut  d'ailleurs  repré- 
senter tel  élément  qu'on  voudra,  géométrique  ou  non.  La  règle 
est  simple  :  pour  avoir  l'élément  de  l'intégrale  triple,  il  suffit  de 
remplacer,  dans  l'élément  de  l'intégrale  double,  le  vecteur  v  par 
le  vecteur  symbolique  d'Hamilton 

V-I  —-(-I   — ^I  — . 

La  formule  de  réduction  est  donc  ici 

(0        £[''7^rf]'^'-^f^['^-7i-f]'^'-^f{^7ify'  =  ^- 


(')  /iuUetin  de  la  Société  mathématifjue.  t.  WIII;  1890. 


—  182  - 

Première  applic.vtion  de  la  formule  (i).  —  Celle  formule  (i), 
d'une  grande  généralilé,  contient  des  résultats  géométriques  nom- 
breux; mais,  sil'on  veut  rendre  manifeste  l'analogie  delà  formule(i) 
avec  celle  de  Cauchy,  il  convient  de  particulariser  la  signification 
du  crochet  de  façon  que,  sur  la  sphère  a-,  ['•'3^/]  représente  y  à  iin 
facteur  numérique  près.  Or,  sur  cette  sphère,  v  coïncide  avec  a; 
il  suffit  donc  d'attribuer  au  crochet  une  valeur  égale  kf  multi- 
plié par  ]e pj'oduit  intérieur  de  Grassmann  a|v  (^  ) 

[va/]  =  a|v./. 
Le  premier  terme  de  la  formule  (i)  devient 


f 


"4;/(x)ch  =  /i-/ia). 


Le  troisième  terme  se  simplifie  aussi,  car  les  dérivations  de  V 

portant  sur  —  donnent  un  terme  nul;  il  ne  reste  qu'à  faire  porter 

les  dérivations  sur  y.  La  formule  (i)  ainsi  particularisée  s'écrit, 
en  remplaçant  la  normale  intérieure  v,  par  la  normale  extérieure 
changée  de  signe  —  v, 

47:/(«)  =y^'././.  -  y^  ^  aiV./rfr. 

Dans  le  second  membre,  -^  ds  représente  la  projection  dio  de 
l'élément  d'aire  ds  sur  la  sphère  de  rayon  i .  Pour  l'intégrale  triple, 
alT/est  la  dérivée  de /" dans  la  direction  a;  c'est  -j--  I-,a  formule 
s'écrit  donc  simplemenl,  dans  la  notation  cartésienne, 

(2)  47: /(a)  =   ffix)  <h,y  -  fy^  ^ch. 

Comme  celle  de  Cauchy,  la  formule  (2)  établit  un  lien  entre  la 
valeur  de  _/au  point  a  et  l'ensemble  des  valeurs  de/  dans  un  do- 
maine (|ui  enveloppe  le  j)oinl  a.  Elle  s'applique  à  toute  grandeury, 
foncli(Ki  du  point  ^,  pourvu  toutefois  quc^  satisfasse  aux  condi- 


f)  C'est  le  produit  a|v  —  a,v,    !-«,"',   1-  3t,v,  des  deux  vnr.leiirs  |i;ir  le  cosinus 
(Ir    leur  iitlf-'lr. 
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lions  d'application  du  théorème  relatif  à  la  transformation  des 
intégrales,  savoir  :  f  doit  admettre  trois  dérivées  dans  tout  Ves- 
pace  intérieur  à  s. 

Deuxième  APrLicAxiON  de  la  formule  (i).  —  Dans  le  cas  où  / 
est  un  vecteur,  on  peut  encore  donner  au  crochet  la  signification 
suivante  : 

car,  V  et  a  coïncidant  le  long  de  la  sphère  o-,  les  deux  premiers 
termes  du  second  membre  se  détruisent  et  l'intégrale  suivant  a 
donne  encore  ^r^f[a).  Le  long  de  5,  la  même  réduction  n'a  pas 
lieu,  mais  on  peut  grouper  les  deux  derniers  termes.  Leur  somme 
se  représente,  dans  la  notation  de  Grassmann,  par  [[a.Kv/")]. 
Dans  cette  notation,  [(v/)  représente  un  vecteur  perpendiculaire 
au  plan  (v/)  et  mesuré  par  le  même  nombre  que  l'aire  du  parallé- 
logramme construit  sur  les  vecteurs  v  et^.  Posons 

)x  est  un  nombre  et  A'  un  vecteur.  L'élément  de  l'intégrale  suivant 
la  surface  5,  divisé  par  4  "^j  sera 


i^r^n*="^"'-i[^^* 


Le  premier  terme  représente  Taction  d'une  couche  de  masse 
newtonienne  de  densité  superficielle  ]x  sur  un  point  de  masse  i 
situe  en  a.  Le  second  représente  l'action  d'une  couche  de  cou- 
rant dont  la  densité  superficielle  est  représentée  par  le  vecteur  k 
(loi  de  Laplace).  Ces  transformations  s'appliquent  à  l'intégrale 
de  volume,  en  remplaçant  v  par  V.  On  voit,  en  résumé,  qu'un 
champ  quelconque  peut  être  envisagé  comme  produit  parla  su- 
perposition de  deux  champs  fournis,  l'un  par  une  distribution  de 
masses  newtoniennes,  l'autre  par  une  distribution  de  masses  lapla- 
ciennes.  C'est  le  résultat  signalé  par  M.  Vaschy  et  démontré  d'une 
façon  élégante  par  M.  Larose,  au  moyen  des  quatcrnions. 

Troisième  application  de  la  formule  (i).  —  Si  l'on  cesse  de 
poursuivre  l'analogie  de  la  formule  (i)  avec  celle  deCauchy,  on  peut 
donner  au  crochel  une  signification  (|uelcon(pie.  l*ar  exemple,  si  / 
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est  un  vecteur,  [va/*]  peut  désigner  le  volume  du  parallélépipède 
construit  sur  les  trois  vecteurs  v,  a  et  f.  Dans  celte  hypothèse, 
Pintégrale  suivant  o-  est  nulle.  La  formule  (i)  se  réduit  à 

les  dérivations  de  V  portant  seulement  sur/".  En  particulier,  si  le 
vecteury  dérive  d'un  potentiel,  [aVy]  est  nul  et  la  formule  (3)  se 
réduit  à 


/' 


ds  =  o. 


Cette  formule  peut  être  énoncée  sous  forme  de  théorème  : 
Si  l'on  considère  une  distribution  de  vecteury  qui  dérive  d'un 
potentiel,  puis  une  couche  superficielle  s  dont  la  densité  est  repré- 
sentée par  le  vecteury,  enfin  l'action  de  cette  couche  superficielle, 
agissant  d'après  la  loi  de  Laplace  sur  un  point  intérieur,  le  flux 
de  force  qui  traverse  la  surface  s  est  nul. 

Il  ne  semble  pas  utile  de  multiplier  les  exemples  pour  montrer 
la  fécondité  de  la  formule  (i).  Elle  constitue  elle-même  une  appli- 
cation particulière  importante,  il  est  vrai,  des  formules  générales 
que  j'ai  données  pour  la  réduction  des  intégrales  multiples.  Ces 
formules,  d'une  application  si  simple,  jouent  un  rôle  fondamental 
en  Physique  mathématique,  et  il  y  aurait,  je  pense,  intérêt  à  en 
répandre  l'usage. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU    1'^   JUILLET    1896. 
PniéSIDENCE  DE  M.   k(»:nigs. 


Elections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  lùivcrle, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Kcrnigs;  M.  Courtin,  jnéscnh'  |)ar 
MM.  Laisant  cl  Touche  ;  INL  Larosc,  présenté  par  MM.  Carvallo 
et  l^aisant;  M.  Hadamard,  présenté  par  MM.  Kd-nigs  et  Tannery; 
M.  L;mgel,  présciilé  par  MM.  Mcnnilc  et  l'i('iir(l;  M.  liakcr,   pré- 


-  185  ~ 

senlé  par  MM.    Fields    et   Raflj  ;    M.    Boulanger,    prcscnlc    par 
MM.  Humbert  et  Painlevé. 

Communications  : 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  couri>es  à  torsion  constante. 

M.  Raffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  signe  de  la  torsion  des  courbes  gauches. 

Une  courbe  gauche  étant  tracée  dans  l'espace,  pour  nous  rendre 
compte  de  son  allure  en  l'un  de  ses  points  M,  imaginons  qu'un 
observateur  soit  debout  sur  l'une  des  faces  du  plan  x^ly  oscula- 
leur  en  iNI,  et  qu'il  regarde  le  point  M.  Comme  la  courbe  traverse 
ce  plan  en  M,  l'un  des  deux  arcs  de  courbe  séparés  par  le  point  M 
lui  paraîtra  au-dessous  du  plan  .rMj^,  l'autre  au-dessus.  Si  l'arc 
inférieur  est  à  sa  gauche,  il  jugera  qu'un  point  qui  décrit  la 
courbe  en  s'élevant  monte  de  gauche  à  droite;  on  dit  alors  que 
l'allure  de  la  courbe  en  M  est  dextrorsum  [sinistrorsum  dans  le 
cas  contraire). 

Ce  qui  justifie  cette  distinction  importante,  c'est  que  la  courbe, 
comme  on  le  voit  aisément,  présente  la  même  apparence  à  l'ob- 
servateur, quelle  que  soit  celle  des  deux  faces  du  j)lan  osculateur 
sur  laquelle  celui-ci  se  tient  deboul,  pourvu  qu'il  se  place  tou- 
jours du  même  côté  du  plan  rectifiant  xM^,  soit  du  côté  du 
centre  de  courbure  K  relatif  au  point  M  (côté  des^  positifs),  soit 
du  côté  opposé. 

Convenons  maintenant  de  placer  l'observateur  du  côté  du  plan 
rectifiant  où  n'est  pas  le  centre  de  courbure.  Donnons  au 
trièdre  (M,  :rjK^)  la  disposition  habituellement  ado{)tée  en  Géo-. 
métrie  analytique  et  choisissons  le  signe  de  la  torsion  (indépen- 
dant, comme  on  sait,  du  sons  des  arcs  croissants)  de  telle  sorte 
(pi'on  ail  pour  les  points  de  la  courbe  voisins  de  l'origine  M 

a:  —  s  -h  ... ,  -3  —       ■7T-,„  -I-  .    . . 

Nous  arriverons  à  cette  règle  :  u/ic  courbe  à  torsion  />ositi\<' 
est  dextrorsum,  une  courbe  à  torsion  itégaliKC  est  sinistrorsum. 
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Les  conclusions  seraienl  inverses  si  l'on  changeait  la  disposiliou 
des  axes  ou  la  situation  de  l'observateur. 

J'ajouterai  encore  ce  théorème  :  Si  deux  courbes  ont,  aux 
extrémités  d'arcs  égaux,  leurs  courbures  égales,  Leurs  tor- 
sions égales  et  de  signes  contraires,  l'une  d'elles  peut  être 
rendue  symétrique  de  Vautre  par  rapport  à  un  plan. 

M.  Hadamard  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  fonctions  entières. 

Dans  un  précédent  Mémoire  (*),  j'ai  étudié  les  relations  qui 
existent  entre  l'ordre  de  grandeur  des  coefficients  du  développe- 
ment d'une  fonction  entière  et  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction 
pour  des  valeurs  infinies  de  la  variable.  J'ai  reconnu  depuis  que 
ces  relations  pouvaient  se  mettre  sous  une  forme  plus  simple  et 
en  même  temps  plus  exacte.  Je  vais  exposer  sommairement  les 
résultats  auxquels  j'ai  été  conduit  à  cet  égard. 

Soit  la  fonction  entière 

(i)  -         f{x)  =  ao-^aiX~\-a.îX--^...-^a„tX"' 

Comme    dans  le  Mémoire  cité,  je   porterai   les  valeurs  de   m 

en  abscisses  et  les  valeurs  de  [jl  =  L 

cients  de  la  série  seront  ainsi  représentés  par  une  série  de  points 
auxquels  je  circonscrirai  le  polygone  de  Newton  P,  ainsi  qu'il  a 
été  expliqué  loco  citato. 

D'autre  part,  je  désignerai  par  y,  le  logarithme  du  module 
maximum  de  la  fonction  sur  le  cercle  de  rayon  e^  (où  ^  est  un 
nombre  réel  quelconque).  Le  lieu  du  point  (^,  r,)  est  une  courbe  C 
qui  tourne  toujours  sa  concavité  vers  les  r^  positifs;  elle  aura  en 
général  (mais  non  en  tous  ses  points)  une  tangente,  ce  dont 
d'ailleurs  nous  n'aurons  pas  à  nous  servir. 

Soit  (i,  vi)  un  point  de  cette  courbe  C.  Les  expressions  des 
coefficients  a„,  sous  forme  d'intégrales  définies  nous  montrent 
que  l'on  a 

(')  Journal  de  Mathcinalitjucs  pures  et  >i/i/)lir/uees;  iX(),i. 


en  ordonnées.  Les  coeffi- 
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ou  bien 

(2)  [J-  +  '1  —  '"^  >  o- 

Le  premier  membre  égalé  à  o  représente,  en  supposant  le  plan 
du  point  (/?z,  ij.)  et  le  plan  du  point  (ç,  ri)  superposés,  la  polaire  du 
point  ^,  Y|  par  rapport  à  la  parabole  m-  —  2;j.  =  o.  Celle  polaire 
doil  donc  laisser  le  point  [m,  '^)  en  dessus. 

Nous  arrivons,  par  conséquent,  à  la  première  conclusion  sui- 
vante : 

Prenons  le  conlour  C(,  réciproque  du  contour  P  par  rapport 
à  la  parabole 

(  3  )  m-  —  2  [JL  =  o  ; 

la  courbe  C  est  tout  entière  au-dessus  du  conlour  Ci. 

Soit,  d'autre  part,  \x^=niy. —  fj  un  côté  du  polygone  P.  Le 
point  (a,  [â)  est  un  sommet  de  C,.  Les  coefficients  a,u  seront  tous 
inférieurs  en  valeur  absolue  aux  valeurs  correspondantes  de  e?""'*. 
Remplaçant  dans  l'équation  (i),  on  obtient,  pour  ç<^a,  l'inégalité 

(4)  e'i< 


—  e^-a 


Considérons  la  courbe  e?  4- e~^  =  i .  (]'est  une  courbe  tout 
entière  comprise  dans  l'angle  des  ^  négatifs  et  des  rj  positifs,  et 
qui  admet  ces  axes  pour  asymptotes.  Transportons  l'origine  de  ces 
axes  successivement  aux  différents  sommets  du  polygone  C|  (sans 
changer  leur  direction).  Nous  aurons  ainsi  une  série  de  courbes 
que  nous  rejoindrons  par  des  tangentes  communes,  de  manière  à 
former  un  contour  mixtiligne  Co  dont  les  côtés  courbes  se  rac- 
cordent aux  côtés  droits  qui  les  comprennent.  La  courbe  C  est 
tout  entière  en  dessous  de  ce  second  contour  Co. 

Nous  avons  donc  ainsi  constamment  deux  contours,  dont  l'un 
limite  la  fonction  inférieurement,  l'autre  supérieurement.  D'ail- 
leurs, ces  deux  contours  vont  en  se  resserrant  indéfiniment  et,  par 
conséquent,  le  contour  Qn^  par  exemple,  représente  asyn/ptoti- 
quement  la  courbe  C  (en  définissant  convenablement,  bien  en- 
tendu, ce  qu'on  doit  entendre  par  cette  locution). 
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SÉANCE   DU   15  JUILLET    1896. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BIOCHE. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Sur  les  surfaces  réglées  minima. 

M.  Mannheim  adresse  la  Noie  suivante  : 

Sur  le  rapport  des  deux  courbures  d'une  courbe  gauche. 

Dans  la  séance  du  20  mai  1896,  M.  Mangeot  s'est  occupé  d'une 
manière  de  représenter  le  rapport  des  deux  courbures  d'une 
courbe  gauche  et  il  a  prouvé  que  lorsquUin  point  se  déplace  sur 
une  génératrice  G  d\in  cône  quelconque,  le  rayon  de  cour- 
bure principal  du  cône  en  ce  point  varie  proportionnellement 
à  sa  distance  au  sommet  du  cône,  et  le  coefficient  de  propor- 
tionnalité est  égal  au  rapport  de  la  première  à  la  seconde 
courbure  d'une  courbe  cjuelconque  ayant  ses  tangentes  paral- 
lèles aux  génératrices  du  cône,  ces  courbures  étant  relatives 
au  point  oii  la  tangente  est  parallèle  à  G. 

D'après  cela,  le  rapport  des  deux  coui'bures  de  la  courbe  gauche 
est  égal  à  la  tangente  de  l'angle  compris  entre  G  et  \a  droite  A 
qui  joint  le  sommet  du  cône  au  centre  de  courbure  principal  de 
cette  surface  relatif  à  un  point  de  G. 

Mais  on  sait  (voir  Principes  et  développements  de  Géométrie 
cinématique,  p.  ^38)  que  ce  rapport  est  aussi  égal  à  la  tangente 
de  l'angle  compris  entre  la  tangente  de  la  courbe  gauche,  paral- 
lèle à  G,  et  la  droite  rectifiante  de  cette  courbe  pour  le  point  de 
contact  de  cette  tangente. 

Rapprochant  ces  deux  résultats,  on  doit  conclure  ijue  A  est 
parallèle  à  cette  droite  rectifiante. 

En  cfiel,  la  droite  A  est  l'intersection  du  plan  mené  par  G  nor- 
malement au  cône  et  du  plan  analogue  mené  par  la  génératrice 
infiniment  voisine  de  G  ;  comme  ces  deux  plans  sont  respective- 
ment parallèles  à  deux  plans  rectifiants  de  la  courbe  gauche,  A  est 
bien  une  droite  parallèle  à  la  droile  rectifiante  eu  (|uesliou. 


l«î) 


COMPTES  RENDIS  DES  SÉAiNCES. 


SftAXCK    DU  i  NOVKMliRK    IS'Mi. 

PKKSIDKNCK    liK    M.    KOKNKiS. 

Connuuiiicdt ions  : 

M.  Dii[jorccj  :  Sur  les  centres  de  granité. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  momements  identiques  à  leurs  in\-ei-ses. 

M.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Les  équations  établies  par  Caucliv  dans  la  deuxième  partie, 
section  première,  de  son  Mémoire  sur  la  Théorie  de  la  propa- 
gation des  ondes  à  la  surface  d^ un  Jluide pesant  d' une  pro- 
fondeur indéfinie,  peuvent  être  interprétées  comme  il  suit  : 

Si  Ion  appelle  a,  b,  e  et  Uo,  t'o,  (ï'o  ^^^  coordonnées  et  les  pro- 
jections de  la  vitesse  initiale  d'une  molécule,  ^,_r,  z-  et  a,  c,  iv 
/es  cjuantilés  analogues  au  temps  t.  l'exf)ression 

n  fl.r  ^-  i'  (/)'  -T-  («•  dz  —  (  Uc  tla  -!-  i'o  db  -^  Uo  dr  \ 

est  une  différentielle  ci-aclc. 

On  retrouve  ainsi  lacdemenl,  en  partant  des  é([uations  do 
Cauchv,  le  théorème  de  Helmholtz  sur  les  tourbillons. 

M.  I^EMOi^E  expose,  d'après  des  renseignements  personnels 
récents,  Tétat  de  la  ipiestion  des  Congrès  internationaux  de 
Maillé  ma  ticietis. 

Il  rappelle  cpie  l'échange  préalable  des  vues  de  matlién)aticien> 
de  diverses  nations  semblant  désigner  une  ville  de  Suisse  comme 
un  lieu  très  favorable  pour  tenir  la  première  assemblée  intcrnaliii- 
nale  qui  organiserait  les  Congrès  j)ériodiques,  et,  en  parlicidiei-. 
Zurich  parmi  elles,  les  mathématiciens  de  cette  ville  ont  décidé 
de  s'occuper  de  la  convocation  des  mathématiciens  en  rSc)-. 

La  Société  iMathéniati(|uc  de  France,  sur  la  proposition  de  son 
(Conseil,  avait  adhéré  au  projet,  par  vote  unanime,  dans  sa  séance 
du  1  -  juillet  I  89  K 

\xiv.  I4 
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La  Société  allemande  des  mathématiciens  [Deutsche  Mathe- 
matiker-Vereinigang)^  qui  avait  appujé  le  projet  de  tels  Con- 
grès lors  de  sa  réunion  de  Vienne,  en  1894,  avant  que  le  lieu  de 
réunion  ne  fut  en  cpiestion,  a  reçu,  à  la  réunion  de  Francfort- 
sur-le-iMein,  à  la  fin  du  mois  de  septembre  dernier,  une  invilation 
du  Comité  pi^ovisoire  de  Zuricli,  invitation  que  lui  apporlait  le 
Professeur  Rudio,  membre  de  ce  Comité. 

11  est  déjà  décidé  que  la  réunion  aura  lieu  vers  le  10  août  i^y^j, 
à  Zurich,  et  qu'elle  durera  trois  ou  quatre  jours;  la  date  reste  à 
déterminer  d'une  façon  précise.  Un  Comité  zurichois  est  nommé; 
il  se  compose  de  MM.  Geiser,  Hurwitz,  Rudio,  F.  ^\eber  et 
Franel;il  doit  s'adjoindre  des  mathématiciens  étrangers  afin  de 
prendre  le  caractère  international.  Alors,  après  entente  avec  les 
diverses  Sociétés  de  Mathématiques  de  l'ancien  et  du  nouveau 
monde,  il  enverra  des  invitations  personnelles  aux  mathémati- 
ciens; elles  seront  faites  dans  l'esprit  le  |)ius  large.  Le  Comité 
s'occupera  également  de  l'organisation  générale  et  du  programme 
du  Congrès. 

Parmi  les  renseignements  généraux  dont  M.  Lcmoine  a  con- 
naissance, il  signale  que  la  Société  Mathématique  d'Edimbourg  a 
adhéré  au  projet  qui  lui  a  été  soumis  par  J.  Mackay;  que  l'Asso- 
ciation Française  pour  rAvancement  des  Sciences,  au  Congrès  de 
Caen,  en  189^,  a  émis  un  vote  favorable;  que  les  sa\ants  russes 
ont  été  des  premiers  à  s'intéresser  au  projet  et  s'en  sont  occupés, 
particulièrement  à  la  réunion  de  Kazan,  le  6'  septembre  )89(>,  à 
propos  du  centenaire  de  Lobatchel'skj,  où  M.  Wassilief  a  pris  la 
parole  sur  la  question;  que  la  Société  Mathématique  Américaine 
s'j  est  associée  dès  le  mois  d'août  1894.  H  termine  en  disant  que 
les  fondateurs  de  V Intennédiaire  des  Malhénidliciens  ont 
trouvé  dans  des  lettres  de  savants  allemands  et  russes,  écrites  à 
propos  de  son  a|)parition  prochaine,  les  prémices  de  l'idée  (pi'ils 
ont  propagée  personnellement  d'abord  et  qui  est  aujourd'hui 
en  cours  de  réalisation.  Le  Jouniid  en  a,  depuis,  entretenu  plu- 
sieurs fois  ses  lecteurs;  il  continuera  à  leiii-  f;iire  connaître  les 
notes  et  les  décisions  v  relatives  (pi'oii  Nondia  hien  luieommu- 
nifjuer. 
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SK  VNCIv    DU    US    XoVH-MhRi:     ISlIfi. 
i>iii';sii)i;.\(:i:  di;  ai.  K(*:m(;s. 
PJ  le  Cl  ion  s  : 

Sonl  élus  à  rimaniiiiiu'  memlires  de  la  Société  :  xM.  Andoyer, 
présenté  par  MM.  Ro-iiii^s  et  KafVv;  INT.  Girardville,  présenté  par 
MM.  Laisant  et  Lenioine. 

J)('' missions  : 

MM.  Charles  Heniv,  Larpiière  et  do  Presie  adressent  leurs 
démissions  de  membres  de  la  Société. 

Communicnlions  : 

M.  Fouret  :  M<''tlioclr  poiii-  exprimer  qu'une  droite  est  située 
sur  une  quadrique. 

M.  Hunibert  :  Observations  sur  le  même  sujet. 

M.  L\isv\T  comniuni(|ue  la  ?Sote  suivante  : 

Identités  relatives  à  des  polynômes  entiers. 

Il  y  a  déjà  plusieurs  mois,  M.  Maillard,  professeur  à  la  Facidié 
des  Sciences  de  Poiliers,  m'a  communifjué  les  propositions  sui- 
vantes : 

Si  f{x)  ^  V  est  une  (ujuatioii  du  troisième  degré  ayont 
pour  racines  a,  b,  c,  on  a  identiquement 

(U  /'(a)-^/'(6)-4-/'(c>  +  3/'("^^^^^^)=o: 

Si  F(.r)  =3  o  est  une  équation  du  quatrième  degré  vivant 
pour  racines  «,  Z»,  c,  d,  on  a  identiquement 

Ci)       F'(a)  -  ¥'{b)  -f-  F'(c)  -  F'(  rf)  ^  8F'  /«  -  ^^  ^  <• -f- rA  ^  ^ 

En  cherchant  à  généraliser  ces  résultais,  qui  paraissent  à  un 
premier  examen  ne  pas  s'étendre  au  delà  du  cpiatrièmc  degré,  j'ai 
trouvé  les  deux  identités  suivantes,  que  je  me  borne  ici  à  énoncer 
sans  démonstration,  et  dans  lescpielles  h  représente  la  moyenne 
aritliméti(pie  des  racines  a,  0.  c,  .  .  . ,  /  d  "une  é(]uati(tn  /(.r)=  o 


—  19:2  — 
(le  tl<'i;ré  ///  : 

(  ;i  )  >  J  '"-•'  {(D- J  "'-"'  Ut)  =  o. 

(  4  )  ^j"^*'"""'  *  "  '  "^  "'  '  "^  ~  '^  '  /  ^"'~'  '(/')  =  o  ; 

les  soniinalions  sélendeiil.  naturellement,  à  toutes  les  racines  de 
Téq  liât  ion. 

I.a  relalion  (f)  est  nn  ras  particulier  de  l'identité  (4),  eu  sup- 
posant m  =:  3,  et  la  relalion  (u  )  est  un  cas  particulier  de  Tiden- 
lité  (3)  en  supposant  m  =  .\.  On  remarquera  en  outre  que.  si 
dans  lidentilé  (4  )  on  fait  ///  =  j,  on  a  la  relalion  suivante,  relative 
à  un  p()lvn('imey (.r)  du  quatrième  degré  : 

/"(  a  )  -/'■(  ^>  )  ^/"(  c  )  -^f\d)  +  8/"  i<i^zl±£^lA)  ^  o. 

\  4 

M.  Di'i'oucc^)  fait  la  (Idmniunication  suivante  : 

Sur  les  centres  de  gravité  des  courbes  parallèles. 

Dans  le  Journal  de  Malhématùjiies  pures  et  <ippli(/uées 
(1895.  j).  .\(')\)  j  ai  dt'nionlré  le  théorème  suivant  : 

A  tout  déplacement  dam  plan  mobile  sur  un  plan  fixe  eor- 
respond  un  point  dont  la  trajectoire  est  fermce.  Le  centre  de 
iltinitc  de  cette  trajectoire  coïneide  avec  celui  de  la  courbe 
formée  dans  le  plan  fixe  par  les  centres  instantanés  de  rota- 
tion, à  la  condition  de  supposer  cjue  les  arcs  de  ces  courbes  ont 
des  /nasses  proportionnelles  aux  angles  dont  tourne  le  plan 
mobile  prndartt  la  desc/iptio/i  de  ces  a/ es. 

iJans  le  cas  particulier  où  le  |>lan  molide  ot  eutrann-  |>ar  le 
loulement  d'une  circonléiemc  sur  une  courije  fermée,  le  centre 
de  cette  circonférence  déciit  une  tiajectoire  fermée,  dont  un  arc 
(juelconque  est  visiblement  proportionnel  à  lanjile  dont  tourne  le 
plan  ni(d)ile  pendant  la  dcxiipl  ion  de  cet  arc  :  le  lliéorème  géné- 
ral qui  |»ri''cèdi;  \a  iIoik;  ikmis  donner  des  pro|)ri(''lés  des  (^entres 
dr  gra\ili'-  «les  pt'riinèlres  de  courbes  feruu'es  parallèles,  .le  laj)- 
pclh'i'.ii  il  ■iill(iii>  que  il-  péiiiiièln'  d  iiiii'  (  oiiihc  y  aura  sa  sn;ni- 
Ik'.iIi.im    iiii.d  \  I  kiiic,    c  csl-.i-diic    (pic    dciiv    ;iits    s('q);ii(''s    p;ir    un 
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|)oliil  de  rebroiissemcnl  doivent  se  relranclier  an  lien  de  s  ajon- 
Ler. 

l^armi  1rs  conrl)cs  fermées  parallèles  entre  elles,  il  v  en  anra 
tonjonrs  nnp,  l\  dont  le  périmètre  ainsi  défini  sera  nnl;  et  si  K 
est  la  dislance  à  celte  dernière  d'nne,  C,  des  conrbes  parallèles, 
celle-ci  anra  pour  Idngneur  ziz  a/j-K,  selon  cprelle  se  trouvera 
d'un  coté  ou  de  l'autre  de  F,  en  désig'nant  par  'j.n-r.  la  courbure 
de  r.   D'ailleurs    Taire  de  C  et   celle    de  F  difïV'reronl  de  l'aire 

Cela  posé,  soit  d's  la  courbure  dun  arc  ds  dune  courbe  fer- 
mée C  ;  soit  C|  une  courbe  parallèle  à  C,  décrite  par  le  centre 
d'une  circonférence  de  rayon  o,  roulant  sur  C  :  du  théorème  "é- 
néral  on  déduit  que  le  périmètre  de  (],  a  pour  centre  de  gravité 
celui  de  la  courbe  C,  si  l'on  suppose  la  masse  de  l'arc  ds  propor- 
tionnelle à  la  somme  (f/5  H- p  ^/cp).  Ce  résultat  peut  s'interpréler 
ainsi  :  soit  (o  le  centre  de  gravité  des  courbures  de  C  (la  masse 
de  ds  étant  supposée  proportionnelle  à  f/cs),  et  soient  O  et  O,  les 
centres  de  gravité  des  j)érimètres  des  courbes  C  et  C|,  su[)|iosées 
homogènes  :  le  point  O,  sera  le  centre  de  gravité  des  |)oints  O  etto, 
si  l'on  altribue  au  point  O  une  masse  proporlionnclle  au  péri- 
mètre de  la  courbe  C,  et  au  point  to  une  niasse  proportionnelle  à 

la  somme   /  p<'/'p,  qui  re[)résen[e  évidemment  la  diflerence  des  pé- 

rimètres  des  courbes  C|  et  C.  Par  suite  les  points  (->,  O  et  O,  sont 
en  ligne  droite,  et  les  distances  toO  et  coO,  sont  inversement  pro- 
portionnelles aux  périmètres  des  courbes  C  et  C|. 
Ces  résultats  se  résument  ainsi  : 

lies  courbes  fermées,  géométriques  ou  ni>n,  pdrulléU's  entre 
elles,  ont  le  même  centre  de  gruvité  des  courbures.  Les  centres 
de  gravité  de  leurs  périmètres  sont  sur  une  droite  passant  par 
ce  point  fixe,  et  leurs  distances  ci  ce  point  sont  inversement 
proportionnelles  aux  périmètres  correspondants. 

\ulreincnt  dit  : 

l^e  centre  de  gravué  des  c<airbui-cs,  commun  éi  une  /amillc 
de  courbes  fermées  parallèles,  a,  en  direction  et  en  grandrur. 
le  mena-  ninnicnt  rctativemcn I  ait.r  périmèl res  de  ces  courbes. 
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Il  est  bien  évident  que  celte  droite,  lieu  des  centres  de  gravité 
des  périmètres,  est  aussi  le  lieu  des  centres  de  gravité  des  aires 
comprises  entre  deux  quelconques  des  courbes  fermées  parallèles. 
On  voit  aisément  que  le  centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entre 
deux  courbes  parallèles  C  et  C  coïncide  avec  celui  du  périmètre 
de  la  courbe  parallèle  à  C  et  G',  qui  est  équidistante  de  ces 
courbes.  On  en  déduit  sans  peine  la  propriété  suivante  : 

Soient  (o  le  centre  de  gravité  des  cou rbiires,  commun  à  une 
famille  de  courbes  fermées  paicillèles  C,  Xis)x'  la  droite  qui 
constitue  le  lieu  des  centres  de  gravité  des  périmètres  de  ces 
courbes  ;  soit  enfin  y  le  centre  de  gravité  de  l'aire  de  celle,  F, 
des  courbes  G,  dont  le  périmètre  est  nul.  Le  lieu  des  centres 
de  gravité  des  aires  de.i  courbes  C  est  une  conique  admettant 
pour  centre  le  milieu  de  vo)  et  touchant  en  (o  la  droite  xmx'. 

Pour  terminer,  j'indiquerai,  sans  en  développer  les  d(''monstra- 
tions,  (piel([ues  résidtals  applicables  à  des  courbes  parallèles  non 
fern\ées.  Ils  se  déduisent  des  précédents,  en  formant  des  courbes 
leimécs  au  moyen  des  courbes  données,  dont  on  prend  les  synié- 
Iriques  par  rapport  à  leur  normale  commune  en  l'une  de  leurs 
extrémités,  puis  qu'on  ferme  j)ar  des  arcs  de  cercle  concentriques. 
On  trouve  ainsi  que  : 

Les  centres  de  gravité  des  courbures  (o  d' une  famille  d'arcs 
ab  parallèles  entre  eux  sont  sur  une  droite,  parallèle  à  la 
bissectrice  de  l'angle  des  normales  communes  extrêmes.  Si  o 
désigne  cet  angle,  deux  courbes  distantes  de  p  ont  des  centres 
de  gravité  dont  la  dislance  est 

•}.  '-  sin  —  • 

Quant  aux  centres  de  gravité  g  des  périmètres  de  ces  arcs, 
i  h  sont  sur  une  hyperbole  dont  une  des  asymptotes  est  parallèle 
à  la  bissectrice  de  l'angle  des  normales  extrêmes. 

Les  droites  gi»  enveloppent  une  parabole,  qui  touche  égale- 
nient  les  perpendiculaires  f/baissêes  des  centres  de  gravité  g 
sur  tes  eordes  ab  correspondantes. 
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SÉANCE   DU  ^1  DÉCEMBHE    189(;. 

r'KKSIDKNCI':    DE    M.    HIOUX. 

Commiiniralions  : 

M.  Anlomaii  :  Conditions  pour  qt/ une  érjuation  algi-biique 
ait  un  nombre  donné  de  racines  distinctes. 

M.  Garvallo  :  Sur  l'intégrale  de  Clausius  pour  les  cycles 
non  réi'crsibles. 

M.  r)'Oc.\r,>E  adresse  la  INote  siiivaiile  : 

Sur  le  signe  de  la  torsion  des  courbes  gauches  et  du  paramètre 
de  distribution  des  surfaces  réglées. 

Dans  ses  Leçons  su/-  les  applications  géométriques  de  l'Ana- 
lyse (*),  ré<;eminent  parues,  Al.  Ralïj"  a  adopté,  quant  au  signe 
de  la  torsion  des  courbes  gauches  (qui  entraine  celui  du  para- 
mètre de  distribution  des  surfaces  réglées),  une  convention  qu'il 
a  d'ailleurs  fait  connaître  aux  lecteurs  de  ce  Bulletin  (-). 

J'ai  eu,  en  raison  de  mon  enseignement  à  l'Ecole  des  Ponts  et 
Chaussées,  à  m'occuper  aussi  de  la  question,  et  la  convention  que 
j'ai  admise  [et  qui  est  reproduite  dans  mon  Cours  de  Géométrie 
descriptive  et  de  Géométrie  infinitésimale  (^),  paru  il  y  a  quel- 
ques mois]  se  trouve  être  inverse  de  celle  de  notre  Collègue. 

Aussi  demanderai-je  la  permission  d'indiquer  ici  la  raison  de 
mon  choix.  Il  suffit,  pour  passer  de  la  convention  de  M.  RalTv  à  la 
mienne,  de  changer,  dans  la  définition  très  précise  qu'il  a  donnée 
à  la  page  i85  de  ce  Bulletin  (avant-dernier  alinéa),  les  mois: 
«.  Donnons  au  Irlèdre  ÇS\,xyz-)  la  dis[)Osilit)n  liabituellemeul 
adoptée.  ,  .  ».  [)ar  ceux-ci  :  u  Donnons  au  Irièdrc  (M,j]^);)  une 
disposition  Icllc  que,  considérés  de  l'inlérieui-  du  trièdro,  cliacun 
des  trois  angles  .rJMj,  j'M  :;  (;t  r-M./'  soit  complt-  dans  le  sens  di- 


('  )  Pages  1 13  et  201. 
{')  Pages  001,  .5i  1  et  3<ti. 
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recl,  c'est-à-dire  dans  le  sens  Irigonomélrique  positif  {Jig.  i).  » 


Fig.  I. 


Avec  la   dis|)osillon  liabilnellcnient  adoptée  {Jig-  i  bis),  chacun 

Fi  g.   I  bis. 


de  CCS  trois  angles  est  compté  dans  le  sens  rétrograde  ou  Irigono- 
mélrique négatif,  ce  qui  me  semble  peu  rationnel. 

On  ne  voit,  en  efTet,  aucune  raison  j)our  que  le  sens  [)0sitif  des 
angles  sur  le  plan  des  xy  soit  changé  suivant  que  ce  plan  est  con- 
sidéré seul  ou  comme  rattaché  à  Taxe  des  ;. 

Je  reconnais  que  hi  couvenliou  à  lii(|iip|le  je  nu-  suis  arrêté  va 
conlre  les  usages  reçus  ;  mais  elle  me  semble  davantage  dans  la 
logique  des  choses  cl  j)lus  conforme  au  besoin  d'imiroiinih'  qui  S(' 
fait  sentir  dans  le  domaine  malhématicjue. 

M.  Laisant,  à  |)r()pos  de-  la  (  iommuuication  (h-  Af.  d'Ocagnc, 
|irésente  (piel(|ucs  observalioiis  sur  un  niovcu  de  définir  TalluK' 
des  courbes  caudirs  ( rir.rl rnrsii ni   mi   si/iisf/o/sinn  ). 


li)T  — 


SÉANCE  DU   IG  DÉCEMBKt:   I80(J. 
l'HKSiDKNri:  i>i-:  m.  joicue. 

Communient  ions  : 

M.  LaisaiU  :  Sur  l'oriidnisatiott  des  Con^ri's  inlernalionaux 
de  mutliématiciens. 

M.  Andover  :  Détermination  des  racines  communes  à  plu- 
sieurs équations. 

M.  DupoKT  fini  la  Communication  sui\nnte  : 

Sur  la  constitution  des  atomes  et  l'action  de  la  matière  sur  la  matière. 

Comme  suite  au  Mémoire  que  j  ai  publié  récemment  dans  le 
liulletin  (t.  XXi\  )  sous  le  même  litre,  el  où  j'ai  montré  que  les 
atomes  doivent  être  considérés  comme  de  petits  corps  solides,  jai 
obtenu  les  résultats  suivants  : 

i"  Les  moments  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gra- 
vité d'un  atonie  sont  égaux; 

2"  L'action  d'un  point  M  d'un  atome  sur  un  point  A  du  même 
atome  ne  saurait  dépendre  seulement  de  la  position  relative  de 
ces  deux  |)oints  et  de  leurs  vitesses; 

.V*  (^ette  action  peut  être  représentée  par  le  segment 

P  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la 
\ilesse  de  rotation  de  1  atome,  celte  vitesse  étant  considérée 
comme  ayant  pour  origine  le  |)oinl  AL  'j.  étant  la  masse  du  point  A, 
<:/('  le  volume  du  point  .M.  \   le  volume  de  lalome. 

M.  Lvisv^T  fait  la  ComnHinicalion  suivante  : 

Propriétés  algébriques  des  coefficients  du  binôme. 

Il  V  a  plusieurs  années  déjà,  j'ai  communicpu-  à  la  Soeiété  ma- 
ihénialique  une  propiiété  des  coel'licienls  du  binôme,  sans  accom- 
pagner cette  communication  d'aucune  Note.  Je  n'avais  alors  pas 
de  démonstration  algébrique   satisfaisante;   un   peu  plus  lard,  au 

Congrès   d("    I><>;m(;oii    (iSr),')).   je   «loiinai    la   mêmr  proposition  à 
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litre  crexemple.  dans  une  communication  sur  les  tableaux  de 
sommes;  la  démonstration  était  alors  facile,  mais  assez  indirecte. 
Dernièrement,  cette  question  m'étant  retombée  sous  les  yeux,  j'ai 
trouvé  un  moyen,  purement  algébrique  et  très  élémentaire,  d'éta- 
blir la  propriété  dont  il  s'agit,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  l'on  forme  le  Tableau,  do  n  +  i  colonnes  el  de  n  lignes, 


//2         (  n  -+-  i)2 


I         I 
I        a 

1 
3 

1         ■>.- 

32 

et  si  l'on  désigne  les  déterminants  (jiii  résalte/it  de  la  sup- 
pression de  la  i'",  de  la  ■2'^,  .  .  .,  rie  la  (n  -+-  1)"'"'*=  colonne  par 

\.   A,.   A,, A„_,.   A„. 

les  valeurs  des  termes  de  cette  suite  sont  proportionnelles  aux 
coefficients  du  développement  de  la  puissance  n"''"''  d' un  binôme. 

Appelons  Co,  C\,  ('■>-,  •  •  •  •  <'it  ces  coeKicients,   de  sorte  t|ii'()n  a 
lidcntité 


(0 


Cy-T-  Cl  J"  -H   C-lX- 


c„x"  =  ((-+-  .r)". 


Si  nous  juultiplions  les  deux  membres  par  x,    cl  si  nous  |)renons 
les  dérivées,  il  vient 

(9.)       Ca-^  f.CiX  '\-  'oCîX--\-  .  .  .-^  (n  -h  i)c„x"  —  (  \  ->r  x)"  -\-  n  x  {\  -^  x)"-K 

Soit  .r  =  —  I  .  I^es  deux  identités  (1)  et  (>. )  nous  <l(»iineut 

fo—  Cl   -h  d  ...  ±:        c„  —  <), 

«-() —  9.r,  -H  3^2  . . .  ±  (n  -•-  i)r„  =  o. 

Il  Cil  chiir  (pTc-'u  prenant  la  dériv(''(;  de  1  1  dent  il  ('•(■>  )  après  I  a  von* 
niull  ipliéc  par  .r,  et  eu  faisant  x  =  —  1 ,  puis  en  (-oui  iimiiiiiI  de  la 
inéiiic  manière,  on  aura  successivement 

'•„ —    viVi    -t-    3-^2    ...-*-( n  +  \)-c„      —  (I. 

» 

/•„  —  ««-'ri  -h  3"-'r2  .  ,  .  d^  (//  -f-  1  )"-  'r„  —  ii. 


—  jnn  — 

L'ensemble  de  ces  idenlilés  linéaires  en  Co,  C(,  .  .  . ,  c„  montre 
que  l'on  a 

'j_  —  Cl  —      —  Cn 

A|^i         Al  A„ 

Il  est  visible  qu'on  ne  peut  avoir  des  idenlilés  de  la  forme  in- 
diquée que  jusqu'à  la  [n  —  i^^^n'e  opération.  Si  l'on  continuait  au 
delà,  on  obtiendrait,  en  efTet,  en  prenant  les  dérivées,  des  termes 
qui  ne  contiendraient  plus  (1-4-^)  en  facteur. 

M.  Andoveu  indicpie  une  autre  démonstration  de  la  propriété 
ci-dessus. 


MÉMOIRES  ET  C0MMUMCAT10.\S. 


SUR  LA  DISTRIBUTION  DES  ZÉROS  DE  LA  FONCTION   l{s) 
ET  SES  CONSÉQUENCES  ARITHMÉTIQUES  (•); 

Par  jNI.   Hadamard. 

I.  —  Sur  les  zéros  de  la  fonclion  Z.  et  de  quelques  fondions 

analogues. 

1.   La  fonction  ^(5)  de   lliemann  est  définie,  lorsque  la  partie 
réelle  de  s  est  plus  «i^rande  que  i,  par  l'équation 


(i) 


losaO  =  ~2lof;(.-^^,), 


ou  p  désigne  successivement  les  difTérenls  nond)rcs  premiers;  les 
logarithmes  sont  népériens.  Elle  est  holomorplie  dans  tout  le 
plan,  sauf  au  points^  i,  qui  est  un  pôle  simple.  Elle  ne  s'annule 
pour  aucune  valeur  de  s  dont  la  partie  réelle  soit  supérieure  à  i , 
j)uisque  le  second  membre  de  l'équation  (i)  est  lini.  Mais  elle 
admet  une  infinité  de  zéros  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
comprise  entre  o  et  r.  Slieltjes  a\ait  démoutré,  conformément 
aux  prévisions  de  Ricmann,  que  ces  zéros  sont   tous  de  la  forme 


(')  Les  rcsiillats  fontlamcnlaux    du   prcjciil  Moiiioin"  uni    éle   coiniiiuiiiqiics  à 
l'Acadciiiic  des  Siiertccs,  dans  la  séance  du  j  >  juin  i^<i'i. 


—  ^00  — 

'  +  //  (le  nombre  t  éUinl  réel);  mais  sa  tlémonslralion  n*a  jamais 
élé  publiée,  et  il  n'a  même  pas  élé  établi  que  la  fonction  v  nail 
pas  de  zéros  sur  la  droite  (  '  )  .:il  (■^)  ^  i  • 

C'est  cette  dernière  conclusion  (|ue  je  me  pro[)ose  de  dé- 
montrer. 

12.  Faisons  d'abord  tendre  s  vers  i  par  valeurs  réelles  et  dé- 
croissantes. Le  logarithme  de  ^(s),  ou,  à  une  quantité  finie  près, 
la  série 


P' 


r 


augmente  indéfiniment  comme  —  log(  .s"  —  i)- 

Remplaçons  maintenant  s  par  s  -|-  //  et  imaginons  (pic  le  point 
d'affixe  i -\- ti  soit  un  zéro  de  'C..  Alors  la  parlic  réelle  de 
log(5  4-  ti)^  c'est-à-dire  (à  une  (pianlilé  lime  près)  la  somme 

(3)  v=.^~vo,{th.^py 

V 

devi'a  croître  indi'linimeiil  |)ar\alciirs  négatives  co/;?///r  loglA'  —  i), 
c^est-à-(lirr  comme —  S,  lorscpie  s  tendra  vers  i  (/  reslani  fixe). 

ri.  Cela  posé,  soil  a  un  angle  <|ue  nous  supposerons  pelil: 
parmi  les  dillérents  nombres  premiers,  dislinguons  deux  calc'go- 
ries  : 

i"  Ceux  (pu  salisfont.  poiii-  (piebpie  valeur  eiil  lère  de /,,  à  la 
double  inégalih' 

,  ,  C •>. A-  -V-  I  )-  —  a   ,  ,  ..  (ik  --\)r.  -   'j. 

(  i  )  ,- ;.  \o<^r  . 1 

Les  pallies  des  sommes  S„  il  l*„  |  c  esl-j-dii-e  des  séries  (  :>.  )  cl 
(3)  bornées  à  leurs  //  premiers  leiiiicsj  ((uresixuidanl  à  celle 
première    calégorie    de    iioiubics    premieis    sei(uil   d('sigiiees    par 

■2"  JjCs    nombres   premiers    restaiils,   c'cst-à-dirc    ceux    (pu    ne 


P)   .'Rf.9»   Hrsi;;ilC.    -■..lllllic   .rilillillll.lr.    1,1    |,,iili.     (■(■•illi-    .le    .V 
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vérifient  la  doiihic  iiu'-'^alilé  l  'j  )  [xtiir  eiiiciiiif  \alfiir  de  /, ,  (loiiiie- 
ront.  tlans  les  sommes  S„  et   l*„,  les  j)arlies  SJ,  et  PJ,. 

Considérons    le     rapport    o„  =  ^,    lequel    est    compris    entre 

o  et  I  :  lorsque  n  augmentera  indéfiniment,  ee  rapport  aura  soit 
une  limite,  soit  des  limites  d'oscillation.  Si  ^(i  +  li)  était  nid, 
cette  ou  ces  limites  devraient  tendre  vers  i  avec  s.  Autrement  dit, 
0  étant  un  nombre  quelconque  plus  petit  que  i.  on  pourrait  faire 
correspondre  à  toute  valeur  réelle  de  s  supérieure  à  i,  mais  suf- 
fisamment voisine  de  I,  une  valeur  de  n  à  partir  de  laquelle  on 
aurait 

(3)  ?«>?• 

On  peut,  en  elTet,  écrire  évidemment  : 

P'  "  S'  >       T    S 

P/'t  =  —  S;'( cos a  2  —  (  1  —  p«  )  S,j co>  x 

(les  inégalités  avant  leur  sens  algébri(pie).  Si  donc  on  avait 

?«=?■ 
il  en  résidterail 

où  0  =  c  -r  (i  —  0  )cosa  est  un  nombre  lixe  plus  petit  tpie  i  ;  et  si 
cela  avait  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /?,  on  pourrait 
passer  à  la  limite  et  écrire 

Pé  — es, 

ce  qui  serait  en  contradiction  avec  l'iiypotbèse  ^(i-i-^/)  =  o, 
ainsi  qu'il  a  été  remarqué  au  numéro  précédent. 

L'égalité  w(i  +  //)  =  o  exige  donc  bien  que  la  ou  les  limites 
de  0,1  tendent  vers  i  a\ec  s. 

A.  Cbangeons  alors  t  en  2/,  dans  la  série  (.H)  et  soit  (^  la  nou- 
velle série  ainsi  obtenue  :  les  termes  qui  formaient,  dans  la 
série  (3),  les  sommes  l^„5l\))l^«  =  ^„  +  PJ,  donneront,  dans  celle 
nouvelle  série,  respectivement  les  sommes  0^^,(^J^,Q,,  =  (Y^^  +  ^y„ 
et  l'on  aura,  celte  lois, 

Q'«  I  S'„  cos  2  rt'^^n  S«  cos  •>.  a . 


-  50^  - 
et,  par  conséquent, 

Q«  =  S„[p„cos-2a  —  (i  —  p,,)]; 

d'où,  movennanl  l'inégalité  (5)  supposée  vérifiée  pour  n  suffisam- 
ment grand, 

Q«.èe's„, 

0'   désignant  le   nombre   pcosaa  —  (i  —  p),  lerpiel  est  positif   si 

nous  avons  ijris  i  >-  o  >> 

^  '  I  -f-  cos'2a 

Or  ceci  donnerait  Q^B'S  et,  par  suite,  (^  augmenterait  indéfi- 
niment par  valeurs  positives;  de  sorte  que  le  point  d'affixe 
\  -\-  iti  serait  un  infini  de  "Ci s)  :  ce  que  nous  savons  n'avoir  pas 
lieu. 

L'impossibilité  de  l'iiypothèse  s('  +  ti)  =  o  est  donc  mise  en 
évidence. 

5.  il  est  remarquable  que  cette  démonstration  ne  repose  que 
sur  les  propriétés  les  pUis  simples  de  v(.ç)  :  nous  nous  sommes, 
en  elTet,  exclusivement  servi  des  remartpjes  suivantes  :  i"  le 
logarithme  de  notre  fonction  est  développable  en  .'•érie  de  la 
forme  Srt«e~^«^,  les  nombres  cin  étant  tous  positifs;  '.-»"  la  fonction 
est  uniforme  sur  la  droite  qui  limite  la  convergence  de  cette 
série  et  ne  présente  sur  cette  droite  qu'un  seul  pôle  simple. 

Toute  fonction  satisfaisant  à  ces  conditions  sera  donc  (lidércntc 
de  o  sur  la  droite  limite. 

Ainsi,  dans  la  démonstration  précédente,  c'était  unicpiement 
pour  simplifier  l'écriture  que  nous  avons  réduit  le  second  membre 
de  l'équation  (i)  à  la  série  S  :1a  démonstration  se  serait  également 
appliquée  au  développement  com|)let  de  logJ^(.<f).  De  même,  les 
nombres  premiers  ayant  été  distribués  d'une  façon  quelcon(pie 
en  deux  catégories,  les  nombies  de  la  |»r('niirre  caf^gorie  étant 
désignés  par/>',  ceux  de  la  deuxirmc  par /y",  si  la  fonction  repré- 
sentée (lorsque  la  partie  réelle  de  s  est  sup('iicure  à  i)  pai'  le 
produit  infini 


-  -im  - 

est  holomorphc  sur  la  droilc  Jiniilc  ,'il(.ç)=  i,  clic  csL  dillcrcnle 
de  o  sur  celle  droilc  (  '  ). 

En  eflTet,  le  logarillinic  du  produit 


n(  ,^)n 


1  — ^ 


esl  représenlé  par  une  série   ^.'^"^  ^'"^  '^  coefficients  positifs  ;  ce 

produit  satisfait  donc  aux  condilions  ci-dessus  indiquées. 
Ce  cas  esl,  par  exemple,  celui  de  la  fonction  de  Schlinnilcli 


Sr^^^^n 


(-0  ^ 


0.  Plus  généralement,  nous  allons  étendre  la  proposition  qui 
précède  aux  séries  introduites  en  Arithmétique  par  Dirichlel,  et 
dont  nous  devons  tout  d'abord  rappeler,  en  les  complétant  sur 
certains  points,  les  principales  propriétés. 

Ces  séries   appartiennent  à  la  catégorie  des  séries  de  la  forme 

\  ^'  périodiques,  c'est-à-dire  dont  les  coefficients  a,i  se  repro- 
duisent de  A"  en  /.-.  De  telles  séries  sont  évidemment  des  combi- 
naisons linéaires  des  /c  fonctions 


i.rc\=  — 


i2(.0  = 


!*■  (  k  -^   \f      '      {ik  -r-  If 

I  I  l 


?/^(^^=7^ 


étudiées  par  AIM.   Hurw  il/.  (-')  et  Cahen  (•'').  Ces  fonctions  sont 


(')  Sauf  pcul-rtrc  an  [xiiiit  s  ^  i;  mais  cctlc  circonslancc  ne  se  présentera  pas 
dans  la  suite. 

{")  Zeitsclirift  fiir  Afallicmatik  und  PhysiL,  t.  WVII,  p.  8(J-io2;  iSS>. 

(')  Thèse  (le  Doctorat.  iS()'|.  et  Annales  de l'/ù-ole  Xormale  supérieure.  '■'>'  sé- 
rie, t.  \I. 


—  Mi  — 
iinilbrmes  dans  lout  le  plan,  avec  le  seul  jxMe  simple  5=  i  cl  le 
résidu  correspondant  j-,  ainsi  cpiil  résulte  de  l'expression 


i  r  pKk—r)x 

(8)  ?,(,)=  _r(,_,)  ^(^.^).-.____ 


d.i\ 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  C  partant  de  +00  et  v 
revenant  api'ès  avoir  tourné  dans  le  sens  trigonométrique  autour 
de  l'origine,  et  — x  étant  considéré  comme  avant  (pour  ^  réel  et 
positif)  l'argument  — /—  dans  la  première  partie  du  chemin  d'in- 
tégration et,  par  suite,  l'argument  ■+•  i~  dans  la  seconde. 

L'intégrale  qui  figure  dans  la  formule  préci'dente  est  une  fonc- 
tion entière  de .?,  et  les  lliéorèmes  généraux  donnés  dans  mon  Mé- 
moire Sur  les  propriclrs  des  fonctions  entières  (')  permettent 
d'en  déterminer  le  genre.  A  cet  effet,  on  peut,  par  exemple,  di- 
viser le  contour  C  en  deux  parties  :  l'une  C  partant  du  point 
X  =  I  et  j  revenant  après  circulai  ion  aulour  de  l'origine;  l'autre 
G"  comprenant  les  deux  traits  de  i  à  -t-cc;  les  intégrales  prises 
suivant  ces  deux  traits  ne  dillèrent  entre  elles  et  de  l'intégrale 


(!>) 


que  par  les  facteurs  exjionenliels  e~"^'^  pour  la  première,  e^"^^  pour 
la  sect)nde.  Or,  le  coeKicient  de  s"  dans  l'inté-grale  (()),  qui  a  pour 
valeur 


hf 


est  (puisque  /"est  un  cnlicr  |)lus  giand  <pie  n  )  au  plus  c()m|)aral)le 
au  coeflicient  coi'rcspondanl  de  la  fdiu  lion 

(^)(.v  I  =-    I      ./•■*-'  <•    '</./, 

qui   inlervicnt    dans    létudc    de    l.i    louclion    C   cl    doul    j'ordr*'  de 

C)  Journal  i/r    1/.  .loidan.   Y  s.iic.  l.   I\;   i8.,:t. 


—  20o 


grandeur  pour  5  infini  est  celui  de  T.  Quant  à  l'intégrale  prise  le 
long  de  C,  le  coefficient  de  ,s",  qui  a  pour  valeur 


— ;     /    (loca7)"— 7 dx. 


K« 


V  est  au  plus  de  l'ordre  de  — >  en  désignant  par  K  le  module 

maximum  de  log^  sur  le  contour  en  question.  On  voit  donc  que 
la  fonction  considérée  est  de  genre  i  :  le  nombre  de  zéros  de  cette 
fonction,  compris  dans  le  cercle  de  rayon  R,  est  de  l'ordre  de 


RlogK. 


7.  Lorsqu'on  change  5  en  i — s,  les  nouvelles  valeurs  des  fonc- 
tions ^  s'expriment  en  fonction  des  anciennes  par  les  relations 
établies  par  M.  Hurvvitz  (')  et  que  l'on  peut  prendre  sous  la 
forme  (-) 


(.0) 


(  A- 

j    =  (:i;!)'-'[/-''ÏÈ,_,.(,_,)+,-"-""ç,.(,_»)] 


(/■  =  1 ,  2,  ....  A), 


où  T  désigne  e 


k 


8.   Pour  définir  ses  séries,  Dirichlet  (^)  part  de  la  décompo- 
sition du  nombre  k  en  facteurs  premiers 

(11)  /i  =  2>>  p^  p'^'  .  .  .  (  X  r:  O  ;  CT,  tît',  . . .   >  o  ), 

et,  à  tout  entier  n  premier  avec  A,  fait  correspondre  les  indices 

se,     [3,     Y'     f'     •••- 


(')  HuRWiTZ,  loc.  cit.,  p.  93. 

(",)  Cauen,  loc.  cit..  Il"»  47,  53. 

(')  Abhandlungen  der  Berl.  Acad.,  1887:  traduit  par  Tcrqucm,  Journal  de 
Liouville,  i"  série,  t.  IV;  1889.  Nous  nous  conformons  aux  notations  employées 
dans  les  Vorlesungen  iibev  Zaklentheorie,  éditées  par  Dedekind,  édition  de  i8G3, 
supplément  VI. 

XXIV.  i5 


—  im  — 

définis  par  les  congruences 

/  n  =  (—  1)^5'^         (mod  2>), 

n^g't'  (mod/)'^'), 


où  g^  g' ■)  .  .  .  sont  des  racines  primitives  pour  les  modules  res- 
pectifs /?^,  7?'^',  ....  Les  nombres  a  et  ^  sont  ainsi  définis  aux 
modules  a  et  è  près  :  les  nombres  a  el  b  ayant  tous  deux  la  va- 
leur I ,  si  1  =  o,  I ,  et  prenant  les  valeurs  «  =  2,  0  =  ^  'f  (2^)5  si 
)v^2.  Pareillement,  les  nombres  y,  y',  •  •  •  sont  définis  relative- 
ment aux  modules 

c  =  o{p^),  c'  =  o(p'^'),  ..., 

où  C5  est  la  fonction  bien  connue  qui  exprime  combien  il  y  a  de 
nombres  premiers  à  un  entier  donné  et  inférieurs  à  lui. 

Réciproquement,  la  connaissance  des  indices  a,  |j,  y,  y',  .  . .  fait 
connaître  le  nombre  n,  au  module  k  près.  Autrement  dit,  aux 
o(k)  valeurs  de  n  premières  avec  k  et  incongrues  entre  elles  sui- 
vant le  module  k  correspondent,  d'une  façon  univo(|ue,  les 

a  b  c  c'  . .  .  =  o  (  k  ) 

systèmes  de  valeurs  de  a,  j3,y,y', ...  incongrus  entre  eux  suivant 
les  modules  «,  b,  c,  c\  .  .  .  . 

Désignant  par  0,71,(0,0)',  .  ..  respectivement  une  racine  r/"""', 
une  racine  6'""',  une  racine  c"'""',  une  racine  c'"'""',  ...  de  l'uMité, 
autrement  dit  posant 


f>3) 


Diriclilcl   iiiliddiiil  la  foncliou 

l   o,  si  «  n'csl  |)iis  |)ii-i)iici-  iivcc  /. , 
'  '  I   ')■-' r.fl  foT  f«j' Y'  ....  si  /(  est   piiMiiiri    iivrc  / 


0 

r= 

;4- 

1 , 

2 

ITtU. 

'', 

= 

e 

i 

2i 

■TtT 

\   ^ 

=r 

e 

<-• 

ï 

= 

îiitf 

1   ^ 

e 

» 
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a,  [ii,  Y,  y',  .  . .  étant  les  indices  de  //  [  l'indice  v  a  pour  but  de  dis- 
tinguer les  unes  des  autres  les  o{k)  fonctions  'h  correspondant 
aux  didérents  choix  possibles  des  racines  0,  •/;,  oj,  o)',  .  .  .]. 

Il  forme  ensuite  la  série  (périodique  au  sens  indiqué  ci-dessus) 

(i4)  wj}  =  ^'^^  =  ^Us)Un    [v  =  t,.2,  ...,»(A-)], 

n  =  1  ;■  =:  1 

égale  au  produit  infini 

^•^>  L.(.)  =  JJ ^, 

I ■ — ^— 

dans  lequel  q  doit  être  remplacée  successivement  par  tous  les 
nombres  premiers. 

Les  séries  Ly  se  répartissent  en  trois  catégories  :  la  première 
comprend  une  seule  série  L|,  celle  qui  correspond  à 

6  r=  r,  =  oj  =  tu'  = . . .  =  I  ; 

la  seconde  comprend  toutes  les  séries  L,  pour  lesquelles  les  nom- 
bres 0,7i,  ...  sont  égaux  à  4-i  ou  à  — i  (à  l'exception  de  L,);  la 
troisième,  les  séries  correspondant  aux  cas  où  l'un  au  moins  de  ces 
nombres  est  imaginaire.  Ces  dernières  sont  conjuguées  deux  à 
deux;  la  série 

déduite  des  racines  0,  r,,  w,  m' ,  .  .  .  ,  est  conjuguée  de  la  série 

Us) 


déduite  des  racines  r»  ->  —  >  — ;»  •  •  •  • 

La  série  L,  admet,  comme  seule  singularité,  Ir  pôle  simple  5=ri , 
Quant  aux  aulres  séries  L,  elles  sont  holomorphcs  dans  tout  le  plan 

[parce  que  la  somme  r^'|v(/')des  résidus  au  point. s-  =  i  est  nulle 
Dirichlet  démontre    <|u'elles   sont    toutes    différentes  de    o  pour 

5  =  1. 
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9.  De  la  relation  générale  (lo),  M.  Hurwilz  a  pu  déduire  que 
certaines  séries  de  seconde  catégorie  se  reproduisent,  à  un  facteur 
près,  par  le  changement  de  s  en  (i —  s)  à  la  façon  de  la  fonction  J^. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  démontré 
par  M.  Lipschitz  ('  ),  et  qui  est  le  suivant  :  La  série  Ly(s)  est  (à 
un  facteur  exponentiel  et  trigonométrique  près,  analogue  à 
celui  cjui  se  rencontre  dans  la  formule  relative  à  la  fonction  'C) 
changée  en  sa  conjuguée  par  le  changement  de  s  en  i  —  5,  sous 
les  conditions  suivantes  : 

I  °  ^^  ^  3 ,  UL  impair  ; 

2°  T  7^/?  —  1 ,  5/  cî  =  1  ;     -  non  dii'isible  par  p,  5/  ro  >>  1  ; 

S''  t'^/?' —  1 ,  si  ro'=  I  ;     t'  non  diiisible par  p\  si  m''^  \\     ... 

Ce  théorème  nous  fournit  un  renseignement  important  sur  la 
distribution  des  zéros  de  Lv(5').  Puisque  cette  fonction  n'a  aucun 
zéro  imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit  phis  grande  que  5,  elle 
n'en  a  non  plus  aucun  dont  la  partie  réelle  soit  négative  :  les  zéros 
imaginaires  sont  compris  dans  la  même  bande  que  ceux  de  'Q{s). 
Ils  sont  même,  comme  ceux  de  ^(.^),  disposés  symétriquement  par 
rapport  à  la  droite  ctl(5)  =  ^,  puisqu'à  tout  zéro  a  correspond  un 
zéro  a'  (dillérent  ou  non  du  premier),  tel  que  a  et  i  —  a'  soient 
imaginaires  conjugués. 

Toutefois,  cetle  conclusion  n'est  pas  encore  démontrée  dans  les 
cas  où  la  relation  de  Lipschitz  ne  s'applique  pas;  mais  on  ramène 
ces  cas  aux  autres  par  les  remar(pics  suivantes  : 

1"  Si  une  racine  to,  par  exemple,  est  égale  à  i,  on  aura 

Lv(s)  =  [1  -  •K(/>)/>--Mm>). 

la  série  L,^  étant  composée  en  parlant  du  nombre /,■  sujiposé  débar- 
rassé du  facteur/?^.  La  nièiue  circonsUince  se  produit  pour  le  lac- 
leur  2  lors(pie  1  exposant  A  est  ('gai  à  1  ; 

2"  Si  l'entier  t  est  divisible  par/)^,  la  série  peut  se  composer  en 
partant  (h;  l'culicr  /. ,  divix''  p;if  p'' ,  bi  racine  piiniilive  g  <le  />" 
étant  une  liicirir  piiniil  1  vc  de  /y"    '''.  L;i  iioiix  cllr  \  .ilciir  de  T  iic  coii- 


(')  Journal  de  C relie,  t.  Iflô,  p.  i>-  1S7. 
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tiendra  plus  p   en  lacletir.    Il  en  esl  de   même  pour  le   fadeur  2 
lorsque  l'enlier  |x  esl  pair,  et  aussi  lorsque  \  =  2,  6  =  1. 

3"  Le  raisonnement  de  l'auteur  est  encore  valable  pour  À  =  2, 

{  --~\ 

H= — I,  en  prenant  pour  l'expression  ('  )  \f),  -L  ;  e  2'   /  la  valeur 


iriTZ  — 2/(71 


Notre  conclusion  est  donc  établie  pour  toutes  les  séries  L.^.  On 
pourrait  dès  lors  développer,  sur  la  distribution  des  zéros  de  L,, 
une  théorie  analogue  à  celle  de  M.  von  Mangoldl  (-).  La  seule 
remarque  sur  laquelle  se  fonde  cet  auteur,  outre  les  propriétés 
communes  à  ^{s)  et  aux  séries  Lv,  est  que  l'argument  de  ^(s)  reste 
fini  lorsque  le  point  d'affixe  s  décrit  la  droite  Sl(s)  =  a"^  i.  Or 
cette  propriété  a|)partienl  également  aux  fonctions  L-^.  On  pourrait 
donc  compléter  l'analvse  présentée  à  cet  égard  ('')  par  Pillz. 

10.  L'équation  fondamentale  utilisée  par  Diriclilet  pour  la 
démonstration  de  son  lliéorème,  est 

où  m  est  un  entier  quelconque  premier  avec  /»"  et  où  les  signes 

/^>    7   '  ^  '  ■'•'  s'étendent,  le  premier  aux  nombres  premiers^ 

tels  que  q  ^  m  (mod  /),  le  second  aux  nombres  premiers  q  tels 
que  q'-^  m  (mod  A),  etc.  Pour  /«  =  1 ,  ceci  donne 

V 

Donc  les  séries  de  Dirichlet  n'onl  aucun  zéro  sur  la  droite 
S\.{s)  =  I,  car  la  fonction  1  1  [^v(^)  satisfait  aux  conditions  énu- 

V 

mérées  au  n"  o. 


(')  Loc.  cit.,  p.  i!\\,  formule  (9).  M.  Lipscliitz  dt.'sij;nc  par  la  lellre  'y  la  quan- 
tité que  nous  nommons  t,. 

(')  Journal  de  C relie,  l.  Il '(. 

(')  Habilitationschrift.  léna,  i8îS'|. 
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II.  —  Conséquences  aiithmétiques. 

11.  Nous  sommes  bien  loin,  comme  on  le  voit,  d'avoir  démontré 
l'assertation  de  Riemann-Stielljes;  nous  n'avons  même  pas  pu 
exclure  l'hypothèse  d'une  infinité  de  zéros  de  s(-^)  s'approchant 
indéfiniment  de  la  droite  limite.  Cependant  le  résultat  auquel  nous 
sommes  parvenu  suffit,  à  lui  seul,  pour  démontrer  les  principales 
conséquences  arithmétiques  que  l'on  a,  jusquici,  essayé  de  tirer 
des  propriétés  de  \{s). 

Tout  d'abord  on  peut  remarquer  que  l'équation 

^    —  =  —  lo<i(  •">■  ^  I  ) -K  qiianlitr  finie 
/' 

fournit  déjà  quelques  renseignements  sur  la  distribution  des 
nombres  premiers.  Soit,  en  effet,  a  un  nombre  plus  grand  que  i, 
et  désignons  par  Nx  le  nombre  des  nombres  premiers  compris 
entre  cî^  et  rt^+'.  Le  premier  membre  de  l'équation  précédente  est 

compris  entre    >  -^-  et    >  — -r — — •  Ln  posant ^  x  et  remar- 

>.  \ 

(|uant  que  s  —  i  =   .    ^     peut  être  ici  remplace  par  i  —  .r,  on  peut 

écrire,  à  une  quantité  finie  près,  pour  jr  jilus  petit  (jue  i,  mais 
tendant  vers  i  : 

y  -]'  r>-  >  lon:(  I  —  ri  >  "  y  -  ^  .r>-, 

d'où  l'on  déduit  que,  s  étant  un  nombre  |)osi[if  aussi  pclit  qu'on 
veut,  on  aura  une  infinité  de  fois 

et  une  infinih'  de   fois 

A  -+-  I 

conclusions  analogues  à  celles  (|ii)'  doiin(\  par  (>\onipl(\  M.  i'oin- 
caré  dans  son   Mrnioirr  sur  l  e.ilmsinn  au.r  /xi/H/ncs  /t/c/nie/s 
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complexes  des  inégalités  de  M.  Tchebicheff  (*),  et  qui  suffi- 
raient, comme  elles,  à  établir  que  si  le  rapport  d'un  nombre  x  à 
la  somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  plus  petits  que 
lui  a  une  limite,  cette  limite  ne  peut  être  que  i . 

D'auti'es  inégalités  pourraient  sans  doute  être  tirées  de  ce  lait 
que,  quel  que  soit  le  nombre  réel  L  dilFérent  de  o,  la  quantité 

N   —  cos(^  '^b/^)  reste  finie  lorsque  s  tend  vers  i  . 

12.  Dans  son  Mémoire  précédemment  cité,  M.  Cahen  présente 
une  démonstration  du  théorème  énoncé  par  Hal|)hen  :  La  somme 
des  logarithmes  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  est 
asymptotique  à  x.  Toutefois  son  raisonnement  dépend  de  la  pro- 
position de  Stieltjes  sur  la  réalité  des  racines  de  Ç(4  4-  ti)  =  o. 
Nous  allons  voir  qu'en  modifiant  légèrement  l'analjse  de  l'auteur 
on  peut  établir  le  même  résultat  en  toute  rigueur. 

a  —  X  i       " 

égale  à  I  ou  à  o  suivant  que  x  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  i, 
nous  considérerons  l'intégrale  plus  générale 


^  •JLl-J  .      ZV- 

•^  Il  —  ce  t 


Dans  cette  intégrale,  comme  dans  la  première,  x  est  une  quan- 
tité positive  ainsi  que  a;  o.  est  positif. 

Lorsque  u.  est  un  entier,  cette  intégrale  s'évalue  par  les  mêmes 
méthodes  que  J,  ou  s'en  déduit  par  une  intégration  par  parties, 
déduite  de  l'identité 

zv-  ~    r([x)     i/cs^-i  \^/  * 
La  partie  tout  intégrée  disparait  à  l'infini  et  il  vient 

/  o,  si  j"  <  I 
toirH--'  vT.  SI  .r  >  I . 


(')  Journal  (le  M.  Jordan,  '\"  st-rio,  t.  \III:   iSip. 
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La  même  formule  peut  se  démontrer  pour  u  non  entier,  auquel 
cas  il  est  entendu  que  z^  doit  recevoir  la  détermination  qui  est 
réelle  et  positive  pour  :;  =  o.  Pour  ^  <<  i ,  on  intégrera  le  long 
d'un  rectangle  ayant  un  de  ses  côtés  sur  la  droite  iîi(z)  ^  a  et 
situé  dans  la  région  A(c)^<7,  le  second  côté  du  rectangle  aug- 
mentant indéfiniment  comme  la  puissance  jj.'"^'"^ ( o  <^  a' <  ;x )  du 
premier.  Le  résultat  est  alors  évident. 

Pour  a'  >  I ,  on  commencera  par  supposer  u.  <^  i .  On  intégrera 
alors  le  long  d'un  contour  ABCDEFGHA  (Jig'.  i)  composé  encore 
d'un  rectangle  ajant  un  côté  AB  sur  la  droite  A(z)  ^  a,  mais 
situé  dans  la  région  cfl(::)  <;  rt  et  interrompu  sur  son  côté  DA  par 
un  lacet  qui  va  à  l'origine  et  en  revient  en  suivant  la  partie  néga- 
tive de  l'axe  imaginaire.  Si  le  côté  BC  augmente  indéfiniment 
comme  la  puissance  [jl'''^^™''(o  <;  [a'  <<  ijl)  de  AB,  l'intégrale  prise  le 
long  des  côtés  qui  s'éloignent  à  l'infini  disparaît  et  il  reste 


^^=^-^""'(1-1) 


Or,   sur  le  chemin  HG,  l'argument  de   z  est 


5  et,   sur  le 


J/ 

(l  +  30  C 

G 

B 

c 

> 

jj 

F 

G     fi 

.1- 

D 

E 

H 

A 

.y' 

a  -oofc 

3  tir 


chemin  FE,  — '->  11  \ienl  donc  bien 
•j. 

H/7I 

_        e.       *    «  i  M  [ITT    /* 
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Celle  formule,  élablie  poui-  a  <^  i ,  s'élendra  au  cas  de  ;jl  >-  i 
par  une  inlégralion  par  parlies  déduile  de  l'idenlilé 

I  (— i)"'r(;ji)    f/'«       I 


13.  Parallèlemenl  à  la  voie  suivie  par  M.  Cahen,  nous  applique- 
rons la  formule  (17)  à  rintégrale 

_  (-1+  XI       .     fl  I 
I  /  T-  (  ^  I 

(,8,  .!,(.)  =  - -.-f     r.t77i*- 

où  rt  est  un   nombre   quelconque  plus  grand  que   1.  En  vertu  du 
développemenl 


^-2'- 


l{z)  ^     "^    \p^       p-^^ 

p 
notre  formule  donne 


-I . 

P- 


(19)     ^^{x)  =  ^^  Ç^  log/)  log!^-i  ^  +2  ^'^S/'  '"S^" 

le  signe \  s'élendant  aux  nombres  premiers  plus  petits  que  j:,  le 

signe  >^  aux  nombres  premiers  plus  petits  que  x'-,  etc. 

14.   L'avantage  que  nous  trouvons  à  prendre  a  >>  i  réside  dans 

la  converfrence  de  la  série  ^ — r->  où  a  désio[ne  successivement  les 

zéros  de  ^{:-)i  convergence  sur  laquelle  reposent,  comme  nous 
allons  le  voir,  les  raisonnements  qui  vont  suivre. 

Dans  ces  conditions,  en   efl'et,  nous  pouvons  séparer  de  l'en- 
semble des  racines  a  un  nombre  M  de  ces  quantités  assez  grand 

pour  que  la  somme^ — r^.  étendue  aux   racines  restantes,  soit 

plus  petite  qu'un  nombre  positif  quelconque  t.  Aucun  des  a 
n'ayant  sa  partie  réelle  égale  à  i,  nous  pourrons  (^/fi,""-  2)  tracer 
une  parallèle  CD  à  l'axe  imaginaire,  laissant  à  sa  droite  la  paral- 
lèle A(z)  =  i  et  à  sa  gauche  les  M  premières  racines  a.  Des 
points  C,  D  de  cette  droite,  nous  ferons  partir  des  parallèles  CE, 
DF  à  l'axe  réel,  parallèles  comprenant  entre  elles  les  M  racines 
en   question,   ne  passant  par    aucune  autre   racine,  et  que  nous 


—  2!U  — 

prolongerons  jusqu'à  rencontre  en  E,  F  respectivement  avec  deux 
droites  OEG,  OFH  issues  de  l'origine  et  situées  respectivement 
dans  les  deux  angles  formés  par  la  partie  négative  de  l'axe  réel 
avec  les  deux  directions  de  l'axe  imaginaire.  Enfin  nous  fermerons 
le  contour  d'intégration  ABGECDFHiV  i^fig-  2)  par  deux  paral- 

Fig.  ?.. 


\g 

B 

\e_ 

c 

•^-' 

0 

D 

/     " 

,u 

/F 

A 

Icles  variables  BG,  AH  à  l'axe  réel  (parallèles  comprenant,  bien 
entendu,   CE  et  DF  entre  elles),   rejoignant  en   A,  B  la  droite 

iK{z)  =  a. 

15.  Je  dis,  en  premier  lieu,  que  l'on  peut  éloigner  les  parallèles 
BG,  AH  à  l'infini,  de  telle  façon  que  la  partie  de  l'intégrale  '\j^  re- 
lative à  ces  droites  tende  vers  zéro. 

On  peut  suivre  pour  cela  une  marcbc  analogue  à  celle  qui  est 
exposée  dans  mon  Mémoire  sur  les  propriélés  des  fonctions  en- 
tières (  '  ).  La  méthode  qui  va  suivre  diffère  légèrement  de  celle-là  ; 
elle  me  paraît  plus  avantageuse. 

Soit  A  un  nombre  j)lus  grand  (pic  I  uuilé.  Traçons  des  jiarallèlcs 
à  l'axe  réel  à  des  dislances  de  cet  axe  représentées  par  A',  A'",  ..., 
A^',  —  Le  nombre  (-)  des  lacines  a,  dont  les  coordonnées  sont 
comprises  entre  A''  et  A''^+'  est  au  plus  égal  à  KÀA'^,  le  nombre  K 


(')  Lnc.  cit.,  n"  2'J  cl  suiv. 

(  ■■  )  r,li;ir|iic    rarinc  csl,   hicn   r'ntcn<lii,   r(>in|iii'T   un   nninlirr  de   fois  i'{;al  ii  son 
r)r<lrc  «le  triiilliplicitr. 


—  21?)  — 

étant  fini  ('),  cl  il  en  sera  de  même  a  forliori  de  rintervalle 
(  A^^>"^',  A''^"''-);  de  sorte  que  si  l'on  range  les  racines  a  par  ordre 
de  coefficients  de  «croissants,  il  en  existera  au  moins  deux  con- 
sécutives pour  lescjuelles   les  coefficients  de  i  différeront  d'une 

,  A3>-+2_A3>^+i         A(A  — r) 

quantité  supérieure  a . . ,  . ,., =  — ^r^^ — • 

^  '  KXA3A  KX 

Nous  tracerons,  à  égale  dislance  de  ces  deux  racines,  une  paral- 
lèle à  l'axe  réel  dont  l'ordonnée  sera  désignée  par  Zq^  el  cette  or- 
donnée aura,  avec  celle  de  toute  racine  a,  une  différence  supérieure 

,  A(A-i) 
a 


2 

KÀ 

Oi 

■  on 

i 

a 

^2  (7^-0-2(7^- 

(20)        /'  *  '^ 

a  p 

les  a  désignant  les  zéros,  les  ^  les  pôles  (réels  et  négatifs)  de  v, 
el  C  étant  une  constante.  Lorsque  :;  varie  sur  le  segment  BG  de 

la  parallèle  d'ordonnée  :?0'  le  rapport  "^  r,      reste  supérieur  à  un 

r 

nombre  fixe,  indépendant  de  [j,  el  il  en  est  de  même  pour  le  rap- 
port  >    si     l'ordonnée    de    a    est    extérieure    à    l'intervalle 

(A^^-,  A''^'^^).    Les    parties  correspondantes   du   second    membre 
de  l'équation  (20)  donnent  donc  le  produit  de  z  par  une  somme 

finie  (puisque  les  sommes  N-^»  ^,17^  sont  finies). 

Quant  aux  termes  correspondant  aux  racines  a  comprises  entre 
les  parallèles  d'ordonnées  A''^  el  A'^+^,  elles  donneront,  d'après 

,   ,  ].      1      I  •    1  T^  .>  .  .-v   2KX  A' 

ce  qui  a  ele  dit  plus  liant,  une  somme  moindre  (uie  KAA"  -t-t-t » 

T  i  '  '  A(A — 1) 

quantité  de  la  forme  K'~olt)g-o  (f^n  ^'  est  un  nouveau  nombre 

fini). 


(')  Il  est  clair  qu'on  peut  se  dispenser  des  précautions  <|ue  nous  prenons  ici 
en  utilisant  les  résultats  obtenus  par  M.  von  Mangoldt  sur  la  distribution  des 
quantités  a;  la  méthode  du  texte  a  l'avantage  Ac  s'appliquer  (liaipio  fois  (|u'c>ii 
connaît  le  genre  de  la  fonction  étudiée. 


On  aura  donc 
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<  K':jo1o2-o; 


d'où  en  reportant  dans  notre  intégrale 


quantité  infiniment  petite  pour  z^  infini. 


x-~  I  dz, 


16.  L'intégrale  prise  le  long  de  la  droite  indéfinie  AB  peut 
donc  être  remplacée  par  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  indé- 
fini HFDCEG,  augmentée  de  la  somme  des  résidus  relatifs  au  pôle 
z  =  i  et  aux  zéros  a  non  compris  entre  les  parallèles  CE,  DF. 

Le  résidu  relatif  au  pùlc  ^  =  i  est  —  x. 

Les  résidus  relatifs  aux  zéros  de  a  non  com[)ris  entre  CE  cl  DF 
ont  une  somme  moindre  que  ix,  où  e  a  été  clioisi  aussi  petit  qu'on 
veut,  et  cela  indépendamment  de  x. 

Quant  à  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  HFDCBG,  elle  est 
infiniment  petite  relativement  à  x.  Cela  est  évident  pour  la  partie 

finie  FDCE,  où  il  suffit  de  remarquer  que  — -  vr— {  est  fini.  Sur  les 

zV-    L{z) 

I    _  „   ,  _  Q 

parties  infinies  EG,  FH,  les  rapports  h^ j>    "  q        sont  supé- 


1^  '  I  -.'Ç.v-s; 

rieurs  a  un  nombre  fixe,  et,  j^ar  conséquent,  la  quantité    -  1-^— 

est  finie.  L'intégrale  sur  un  de  ces  chemins  est  donc  moindre  que 

Kl    \—^y    I  <^- !    (le    nombre    R    étant   fini),   c'est-à-dire    (pi'une 

quantité  finie,  décroissante  quand  x  croît. 

^^(x)  est  donc  asjmptotiquc  à  x^  car,  pour  rendre  la  dillérence 

[.r  —  '}(x(>^)]  nioindrc  que  y, .r,  il  suffira  de  choisir  £•<,-'  puis  x 
ind  pour  que  rintégrale  /  >^oil  iiilérieurc  à  - 


assez  i:rai 


a  -  X. 


17.  Dans  l'expression  (19)  de  '!^^^îx)^  nous  ferons  abstraction 
des  termes  C()mj)ris  sous  les  signes  7  aiilies  ipic  le  premier-,  l.e 
nombre  de  ces  signes  est,  en  ellct,  iiioindrc  (pu-  -— — .  cl  hi  plus 
grande    des    sommes  corrcspuinliiiilrs  csl    lu    |irriiii(  1  «■,    iiilViifurc 
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elle-même  à  logF  (  i  4-  x-  j  logt^~' j:,  par  conséquent  (à  un  facteur 

fini  près)  à  x-  lo^^^v-x.  ,\ous  rirgligeons  donc  unequanlltc  moindre 

que  jc- logl^+'x;   et  le  résultat  obtenu   ci-dessus  peut  s'énoncer 

ainsi  :    la   somme ^7  lo"-»  losrt'""' -j.   étendue  aux  nombres 

premiers  inférieurs  à  x,  est  asymptotique  à  x. 

Ce  résultat  (où  il  est  entendu  que  nous  devons  supposer  u.  >-  1  ) 
diffère  de  l'énoncé  d'Haï [ilien  :  la  somme  des  logarithmes  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  x  est  asymptotique  à  x.  Nous 
allons  voir  qu'il  le  comprend  comme  cas  particulier. 

18.    Pour  cela,  prenons  jj.  =  i,  ce  qui  donne 
.1- 

^iogplog-    =X(I  +  T,  ), 
0 

Tj    étant   (pour  x   assez  grand)   inférieur  en  valeur  absolue  à  tel 
nombre  qu'on  voudra. 

Dans  cette  relation,  cbangeons  x  en  x(\-\-li)  et  retranchons 
membre  à  membre  :  il  vient 


.1-  (  I  +  A  I 


x{\-^  h) 


2  ^^^p  '°^'''  '  "^  '*''  "^  2  '^^^  '^^  ~V~  =  -^  ^  ^* 


TJ> 


égalité   dans    laquelle    le    signe    ^F(/>)   désigne  la    somme  des 

a 

valeurs  de  la  fonction  F  pour  les  nombres  premiers  compris  entre 

a  et  ^j. 

Pour  les  nombres  premiers  qui  tigurent  sous  le  second  signe  / ^ , 

,                ■    ,  x{\  -V-  h)  ■  ,  , 

la  quantité est  comprise  entre  i  et  i  +  /i  :   on  peut  donc 

écrire,  en  divisant  par  log  (^  1  +  A), 

(•2.)  Vlog/.<^/^-^^l 


/    log/)  >  X 


[h 


loiri  I  -H  // 1 
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Dans  celte  dernière,  nous  clianoerons  x  en r 

°  I  -^  A 


(aa) 


:  elle  deviendra 


Ad     ^^ -^     (i-hA)log(i-/i) 

0 

Les  formules  (21)  et  (22)  démontrent  l'énoncé  d'Halphen.  Ou 

.r 

voit,    en    effet,    que     7  log/>    sera    compris    entre    a:(i  +  o)   et 

0 
x(i  —  o),  si  l'on  a  choisi  1i  tel  que 

h  h 


-  < 
1 


< 


(  I  -i-  /«)  log  (  I  -f-  /?  )         log  (  I  -1-  /<  ) 

puis  X  assez  grand  pour  que  /■<  <<  '-  log  (i  +  h). 


<  i^^, 


19.   Les  résultats  qui   précèdent  s'étendent  d'eux-mêmes  aux 
séries  de  Dirichlet,  On  considérera  l'intéarale 


(23) 


l'y  (  /«  )    Lv  (  -  ) 


^^--. 

■;"• 


où  a  est  un  nombre  plus  grand  que  1,  les  autres  lettres  ayant  le 
même  sens  que  dans  les  n""*  8-10.  Cette  intégrale  représente,  à 
une  quantité  près  infiniment  petite  relativement  à  x^  le  produit 
de  '-p(/«')  par  la  somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  q 
congrus  à  ///,  suivant  le  module  k  et  plus  petits  que  .r,  multipliés 

respectivement  par  les  valeurs  correspondantes  de  log"'"'  -• 

Or  on  peut  raisonner  sur  cette  intégrale  exactement  comme 
nous  l'avons  fait  sur  l'intégrale  (18),  car  les  propriétés  de  ^(5), 
que  nous  avons  utilisées  et  cpii  sont  relatives  à  la  distribution  des 
zéros  et  au  genre,  ont  été  démontri-es  pour  les  séries  deDiriciiiet. 

La  quantité  qui  figure  sous  le  signe   /   dans  l'intégrale  (aS)  a  pour 


pôle    simple   5=1,    pôle   de 


l;  (  z  ) 


>   et   le   résidu   corrcspoudanl 


—  -; :=  —  j";  les  résidus  relatifs  aux  autres  pôles  donnent  une 

somme  (|u On  peut  considérer  ctimme  ni'gligeable  vis-à-vis  de  ./", 
ain>l  (pie  linlé'grale  prise  le  long  du  eoulour  (iKCDI' Il .  eouime 
il  a  été  expli(pi(''. 
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Donc  l'inlégrale  (-^3)  est  asjnipLoLique  à  x.  En  suivant  la  même 
marche  qu'au  numéro  précédent  nous  reconnaissons  que  la  somme 
des  logarithmes  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  et  compris 
dans  une  progression  arithmétique  déterminée  de  raison  k  est 

asympto tique  à  —fi~\  ' 
L'équation  générale 

X 

0 

qui,  comme  nous  venons  de  le  voir,  comprend  la  relation  corres- 
pondant à  a  =  I ,  ne  paraît  pas  pouvoir  se  déduire  inversement 
de  celle-ci;  il  serait  intéressant  de  rechercher  quels  renseigne- 
ments cette  équation  l'ournit  sur  l'ordre  de  grandeur  de  o,  c'est- 

à-dire  de  l'erreur  commise  en  remplaçant  ^log*/   par   sa  valeur 

0 

asjmptotique. 

20.  En  terminant,  je  signalerai  l'application  possible  de  la 
même  méthode  aux  séries  de  Weber  (')  et  de  Meyer  (-),  par 
lesquelles  on  étend  le  théorème  de  Dirichlet  sur  la  progression 
arithmétique  aux  formes  quadratiques.  Une  fois  démontré  que  ces 
séries  sont  uniformes,  la  relation  (^),  analogue  à  celle  donnée  pré- 
cédemment au  n"  10,  prouvera  qu'elles  ne  s'annulent  pas  sur  la 
droite  iR(5)  =  i . 

Dans  le  cas  où  le  déterminant  est  négatif,  et  où  l'on  considère 
la  forme  quadratique  seule  (sans  faire  intervenir  de  progression 
arithmétique),  une  formule  donnée  par  Weber  (')  fournit  la 
démonstration  demandée;  en  même  temps,  elle  fait  connaître  le 
genre  de  ces  séries  et  fournit  la  relation  correspondant  au  chan- 
gement de  5  en  i  —  s.  Les  méthodes  exposées  dans  le  présent 
Mémoire  sont  donc  dès  à  présent  applicables  à  ce  cas  particulier. 


(')  Math.  Annalen,  t.  \X,  p.  3oi. 

(')  Journal  de  Crelle,    t.   103,   p.  98;   ci.    Uaciimann,    Analytisclic   Zahlen- 
theorie,  Cli.  X.;  Leipzig,  Teiibner,  1894. 

(')  Baciimann,  toc.  cit.,  p.  291,  ligue  li,  foniuilo  (3^). 
(M  Baciimann,  Ioc.  cit.,  p    3o^,  ligne  4^ 


—  2-20  — 

Nota.  —  Pendant  la  correction  des  épreuves,  je  reçois  commu- 
nication des  recherches  que  M.  de  la  \ allée-Poussin  consacre  au 
même  sujet  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de 
Bruxelles  (').  Nos  raisonnements,  trouvés  d'une  façon  indépen- 
dante, ont  quelques  points  communs  :  il  est  remarquable,  en 
particulier,  de  constater  que  M.  de  la  Vallée-Poussin  a  été  con- 
duit, lui  aussi,  à  employer  comme  intermédiaire  le  fait  que  la 
fonction  ^  n'a  pas  de  racine  de  la  forme  i  -t-  ti^  quoi(|ue  les  pro- 
cédés de  démonstration  soient  tout  à  fait  différents.  Je  crois 
qu'on  ne  refusera  pas  à  ma  méthode  l'avantage  de  la  simplicité. 

Les  critiques,  adressées  par  M.    de  la  Vallée-Poussin  aux  dé- 

a  — xi  " 

n'intéressent  point  la  notre,  fondée  sur  l'intégrale 

'  x~  dz 


f 


■t'A 


([^>"). 


grâce  au  fait  que  cette  dernière  garde  un  sens,  même  lorsqu'on 
remplace  chaque  élément  par  son  module. 


DÉMONSTRATION    DE   L'EXISTENCE  DE  L'INTÉGRALE    D'UNE  ÉQUATION 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  LINÉAIRE; 

Par  M.    IvAu   BE>nixsoN. 
Étant  donnée  une  équation  différentielle 

<^ly      j-,        X 
(0  ^=/("'-^)' 

la  méthode  d'approximation  de  (^aucl)j  met  en  évidence  l'exis- 
tence d'une  intégrale  qui,  j)0ur  j"  =  j:o,  |)rend  la  valeur  )„,  si 
l'on  ne  fait  sur  la  fonction  f  cpie  les  hvpoiiièscs  suivantes  :  dans 
le  domaine 

(2)  |jr  — ro|<o,  1^  — KoKs 

la  fonction  /  est  continue;  il  existe  une  (|iiiit)l  ili-  posil  i\e />  telle 
(|U(>n  ail 

i/(^,y)-/(^- j)i</'-iy-7i, 

(')  Tomr   W,   ■'.'   f.irlic;   i8()(). 
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y,  y  et  X  élanl  des  valeurs  des  variables  appartenant  au  do- 
maine (2). 

Quand  il  s'agit  de  la  démonstration  de  l'existence  d'une  inté- 
grale de  l'é(jualion  aux  dérivées  partielles 

Oz        dz    . 

dx      dy'       -^  ' 

qui,  pour  x  =.ro,  soit  égale  à  j'o?  on  se  borne,  en  général,  à  en 
établir  l'existence  dans  le  cas  où  y  est  une  fonction  holomorphe 
des  deux  variables.  En  étudiant  la  méthode  d'ap])roximalion  de 
Cauchy  de  plus  près,  il  n'est  pourtant  pas  difficile  de  remplir 
cette  lacune  et  d'en  tirer  une  démonstration  de  l'existence  de 
l'intégrale,  en  ne  faisant  sur  la  fonction  y  d'autre  hypothèse  que 
celle  d'être  elle-même  continue,  et  d'avoir  sa  dérivée  première 
par  rapport  à  r,  /[{^i  y),  continue,  pour  les  valeurs  de  j:  et  y 
appartenant  au  domaine  (2). 

Cette  hypothèse  faite,  nous  prouverons,  en  effet,  que  si 

7  =  ^{x,Xo,y^) 

représente  l'intégrale  de  l'équation  (1),  qui,  pour  a?  =  x^^^  prend 
la  valeur  y^^  cette  fonction  regardée  comme  fonction  des  con- 
stantes d'intégration  x^^ya  satisfait  à  l'équation 

Soit,  à  cette  fin,  M  la  valeur  absolue  maxima  dcf(x,y)  pour 
les  points  du  domaine  (2)  et  o  une  quantité  positive  satisfai- 
sant aux  inégalités 


p<o,         p<— . 


M 


(Considérons  une  valeur  de  x  pour  laquelle  \x  —  Xo|<p,  et 
partageons  l'intervalle  x^^x  en  intervalles  Xf^Xi,  XsX.^  ..., 
Xn~\  oCni^Xn  =  x\  Formous  ensuite,  conformément  à  la  méthode 
de  Cauchy,  les  équations 

ri  —  J»       =/(^o.Jo)(a:-i  —  a^o), 


XXIV.  i6 


—  22"!  — 
on  aura 


7Z  =  00 

Avant  d'aller  plus  loin  nous  établirons  le  lemme  suivant  : 

Soit  o[x,y)  une  fonction  de  x  et  y  continue  pour  tous  les 
points  du  domaine  (  2  )  ;  on  aura 

n—i 

v=o  ■"" 

Ajaat  fixé  un  nombre  positif  t  aussi  petit  que  Ton  voudra,  on 
peut  toujours,  en  effet,  déterminer  une  quantité  positive  e  suffi- 
samment petite  pour  que  l'on  ait 

l'f(^,  j')  — ?(-x-,r)l  <^' 

tant  que  \y'  — y  \  ■<  s,  y\  y,  x  étant  des  valeurs  quelconques  sa- 
tisfaisant à  (2).  Mais  on  sait  de  plus  (')  qu'on  peut  prendre  les 
intervalles  de  division  suffisamment  petits  pour  qu'on  ait 

\y\  -"\{x^)\  <  £,       V  =  I,  9.,  . .., 
d'où  l'inégalité 

Ou  voit  que  cette  inégalité  entraîne  la  suivante  : 

n-\  n— I  I 

V  =  0  V  =:  0  I 

En  prenant  la  limite  des  deux  membres,  et  en  observant  que  t 
est  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra,  on  trouve  enfin 

/'  — I  ,. 

liin    y  o(j-v,/v)(-7'v+i  — -^v)—  /     ':^\T,'\i,x)\dx-n. 

V=:0 

fjC  Icnime  ('liddi,  éludions  maintenant  j^  comme  fonction  de  ic 


(')  Voir,  par  exemple,  Picard,  Traité  d'Analyse,  l.  II,  p.  aj)^,  agS. 


On  a 

/^    =  H-/;.(a^o,jo)(-2^i  — ^o), 

■P^  =i+/;(j"i,ji)(^2— ^i), 
) 

Donnons  à  j^o  «n  accroissement  Aj'oj  et  désignons  par  Aj',, 
AjK:>5  "••5  AX«'  A^'  ^^^  accroissements  correspondants  des  fonc- 
tions 71,^2,  •••,y/M  J- 

On  aura  Jes  équations  suivantes 

T^'     =  i-+-/v(^',i,.ro-HOoAj'-o)(a",  — .ro), 
■Vu 


■^  "         1  -+-/;.(r„_i,  j'„_i  +  0„_iA7„_,)(-^//  —  -^«-i)» 


Aj>'„- 


où  80,  B,,  .  .  .,  ^,i-\  sont  compris  entre  zéro  et  l'unité.  Je  dis 
maintenant  que  si  l'on  a  fixé  un  nombre  positifs-  aussi  petit  que 
l'on  voudra,  on  pourra  toujours  déterminer  un  nombre  positif  z 
tel  que  l'on  ait 

I  ^Vy  I  <  ^  (v  -  I,   2,   ...), 


tant  que  |  Aj'„  |  <  î,  |  x  —  j\ 


<  P 


0  P 

Observons,  à  cet  eflet,  que  pour  |  AjKo  \<  -■•  l-X"  —  -^'o  i  <  -'  O" 


2 


sait  (')  qu'on  a 


d'où  l'on  conclut  c\iiey.,+  Akv  appartient  au  domaine  (2). 

En  désignant  par  M'  la  valeur  absolue  maxima  de/^.(j:',  y)  pour 


(  '  )  l*if:.\iii).  /or.  (if. 
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les  points  de  ce  domaine,  on  aura 


Ajl 


<  14- M  (^2— .ri)  <c'M*''i-'.', 


d'où  l'on  conclut  que 


MP 


Nous  n'aurons  donc  qu'à  prendre   s  moindre  que  ce     ^    pour 
que  l'on  ait 

ATv  I  <  s, 
tant  que  |  A)'o  |  •<  £• 

Ce  point  établi,  la  démonstration  est  immédiate. 

Ayant  fixé  une  quantité  positive  t  aussi  petite  que  l'on  voudra, 
on  voit  aisément  que  l'on  peut  déterminer  ex  assez  petit  pour  avoir 

tant  que  |  A^v  |  <! '3"-  D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer, 
on  peut  alors  déterminer  un  nombre  positifs,  tel  que  l'on  ait 


log  ^J^'   — /,'(^v,7v)(^v  +  i— ^v) 


<^  T  I  a7v-(-i  —  •2'v  |> 


tant  que  ]  Ajo  |  <  -• 

En  faisant  la  sommation  depuis  v  =  o  jusqu'à  v=  «  —  i,  on 
parvient  à 


<-?• 


Si  l'on  fait  croître  le  nombre  des  points  d(!  division  de  l'inter- 
valle x^x^  la  limite  de  \ya  sera  Ar  cl,  ayant  égard  au  lemme  ci- 
dessus  établi,  on  pourra  écrire 


_±_  —  pJ  ..„  ' 


Aj'o 


-fJ^p,  où  |0|<1, 


Faisons  ensuite  Icndro  ô   vers /-érci,   il  s'cnsuil  <|iu'  t   Iciid  vers 
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zéro,  ce  (\m  conduil  à  l'égalilé 

(4)  -JL^e^'.r^,y 

D'une  manière  tout  analogue,  on  obtient  l'équation  suivante 

et  ces  deux  équations  mettent  en  évidence  que   la  fonction^  sa- 
tisfait à  l'équation  (3). 

La  fonction  y  =  'K^,  Xq,  J'o)  se  réduisant  à  y^)  pour  œ^  =  JC, 
on  aura  l'intégrale  la  plus  générale  de  l'équation  (3)  qui,  pour 
X(t  =  x^  se  réduit  à  o(yo)^  '-^  étant  une  fonction  quelconque  pos- 
sédant une  dérivée,  si  l'on  prend 

z  =  oll(x,  xo,yo)]- 

L'équation  (4)  me  semble  enfin  offrir  de  l'intérêt  en  elle-même. 
Dans  le  cas  où  l'on  peut  déterminer  une  fonction  o  satisfaisant  à 
l'égalité 


l'équation  (4)  s'écrit 


^   =  e?  U'.  r)  -  ?  (■ro.>-o) 


équation  qui  pourrait  servir  à   l'étude   des  propriétés  de  l'inté- 
grale de    l'équation  (i).   Lu   fonction    iji.  =  e"'  satisfaisant  à 

dix.        d[ixf(x,y)]  _ 
dx  dy  ' 

on  voit  que  e^?'-*'^^  est  un    multiplicateur  de   Téquation  (i). 

FIN    DU    TOME   XXIV. 
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ERRATUM. 

Page  i8o,  ligne  7,  au  lieu  de  :  du  déplacement  de  point  {x,  y^  z), 

lisez  :  du  déplacement  infiniment  petit  ou  de  la  vitesse 
du  point  {x,  y,  z  ). 
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1895.  DERMliXfiUKU,  licencié  es  sciences,  rue  de  Miiomesnil.  /|,  à  Paris. 

1883.     OE[tl\TS,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  3'),  à  Liéy;e 
(Bciffique). 

1894.  DESAI.VT,  licencie  es  sciences  mathématiques,   place  Cornieille,  lo,  à  l.evallois-Porret 

(Seine). 

1896.  DIMVS  (  Gustave  ),    assistant  à  l'École    Polytechnique    fédérale,    Frcigutstrasse,  20,    à 

Zurich  (Suisse  ). 

1S8G.     Dl\C\\,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Raltimore  (litals-Unis  d'Amérique). 

1895.  DL'PORCQ  (Ernest),  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Jacob,  58,  à  Paris. 

1896.  DIPORT  (Henry),   professeur    à    la    l-'aculté  des  Sciences,   rue  Colonel-de-Grancey,  1, 

à  Dijon  (Côte-d'Or). 

1872.     DURKAiVDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (tienne). 

1885.     DVCIi  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (lîavière). 

1896.      tlVERTE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien   capitaine  d'artiileiie,  rue  de 
Seine,  4»  i»  Paris. 

1888.  FACRV,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAtQlEMBEHCUE,  professeur  au  lycée  de  la  Rochelle. 

1892.  FF.IIR  {Hcnvl),  prifat-clocenf  ii  l'Université,  rue  Gevrey,    i5,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELDS   (John),   professeur  de    niathémati(|ues,     Mornbergerstrasse,     18.    à    Rerliu 
(Allemagne  ). 

1893.  FLEURY,  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  4^»  à  Paris. 

1881.     FLCQl'ET,  professeurà  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  ^'ancy  (Mcnrthe- 
et-Mosdlle). 

1872.     FliYE  SAI.VTE-MARIE,  clicf  d'escadron  d'artillerie  en   i-etraite,  ancien  ré|)étileurà  l'Fcole 
Polytechnique,  place  Koyer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1896.     FOXTAXEAt,  ancien  officier  de  marine,  cours  Rugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute-Vienne). 

1895.  FOMES,  ingénieur  en  chef  des  ponts   et  chaussées,  rue   Komiguières,  3,    à  Toulouse 

(Haute-Garonne  ). 

1891.  FO.VTVIOLVNT  (de),  professeurà  l'École  Centrale,  rue  d'l£rlanj;er,  a;).  Paris-Auteuil . 

1889.  FOLCIIE,  professeur  de  niathéniati(pies,  rueSoufllot,  5,  ii  Paris. 

1872.      FOURET,  examinateur   d'admission   à   l'Fcole  I*olvtechnique,    rue  Washington,   16,   il 
Paris. 

1892.  FROliOV  (le  général),  quai  Picrre-Fatio,  10,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     CARIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professcni-  n  la  l'acuité  de  MédcciiK', 
rue  Édouard-Detaille,  6,  h  Paris. 

1872.     GAITIIIER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  :)5,  à  Paris. 

1896.  CAlTIllER-VILLARS  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechui(pie,  éditeur,  (piai  des 

Giands-Augustins,  55,  à  Paris. 

1890.  GERBIA,  |)rofesseur  libre  a  l'Université,  à  Paleime  (Italie). 

1872.  GEVTY  (E.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  iiie  de  \'augirard,  ^07, il  Paris. 

1890.  CE\TY  (Max),  enseigne  de  vaissi^an,  en  escadre,  à  'Foulon  (Var). 

1893.  (iÉRARI),  docteur  es  sciences,  prolesseur  au  lycée,  ii  Lyon  (Khrtnc). 
1890.  fiERlIAI.DI,  prolesseur  à  l'Université,  via  Daila,   11,  à  l'alernie  (Italie). 

1896.      (ill!Ull)\lIJ-E,  ca|)ilaine  d'artiileiie,  avenue  iMarigny.  1  >ii,  a  Fontenay-sous-Hois  (  Sein(;). 

1881.      (iOritSAT,  niailre  d(' c<>iil'ei-en(<!s    h    l'Éccde    Noiniale   Mipci  iiiire,    1 1  pelilcur  ii   llMide 
l'xlyli'chnitjne,  boulevar<I   Ai'ago,  M9,ii  Paris. 
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1896.  GREEXIIILL,  prol'essciir  k  l'Écolti  d'aitillerie,  à  Woolwich  (  Giandc-Iîretagnc). 

1896.  GMÉVV,  professeur  au  lycée  Condorcet,  à  Paris. 

1896.  GRIESS,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  Moufje,  i8,  à  Paris. 

1880.  GICCIV  (Jean),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Settinio,  28,  à  Paierme  (Italie). 

1891.  GLIMIKAES,  ofllicier   du   génie,  à  l'Académie  des  Sciences,  rue  Arco  de  Jésus,  à  Lis- 

bonne (  Portugal). 

1881.  CUXTIIEU  (D"^  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 

1885.     CUYOU,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.     IIiVAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
rue  Ciiardin,  11   bis,  h  Paris. 

1882.  UAIÎICII,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1896.     QADAMARI),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1894.  HALSTEI),  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  2407,  à  AusLin  (Texas). 

1872.     IIATOX  DE  1,A  GOLTIMIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  (io,  à  Paris. 

1872.  nE\RY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Germain,  22,  h  Paris. 

1892.  HERM\\\,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorboiine,  8,  à  Paris. 

1873.  IIERMITE,  membte  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne,  2,  à  Paris. 

1893.  IllOlX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,   ifi,  h  Paris. 

1879.  IIOIiS'r(Elling),  professeur  à  l'École  Polytecbnique,Pilestrade,  '19,  à  Christiania(INorvège). 

1895.  IIOTT  (Stanislas),  professeur  à  l'École  S'°-Geneviève,  rue  Malebranche,  17,  à  Paris. 

1872.  II01B1GA\T,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  IIl'.MBEKT,  ingénieur    des    mines,    professeur   à    l'École  Polytechnique,    rue    de  l'Ar- 

cade, 24,  à  Paris. 

1881.  I.MBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  i,  ii  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JACQIET,  professeur  de  mathématiques,    rue  des  Capucins,  21   bis,  à  Chartres  (Eure- 

et-Loir). 

1873.  JAN'I\,  chef  d'escadron  au  i5*  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (J\ord). 

1872.     JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
l'olytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  à  Paris. 

1872.     JORDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechniipie,  rue  de  Varetinp,  48, 
à  Paris. 

1872.  JOUFFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  Carnot,  24,  à  Fontainebleau  (  Seine-et- 

Marne). 
1875.     JliXG,  professeur  à  l'Institut  technique  supéi'ieur,  via  Borgonnovo,  9,  à  Milan  (Italie). 
1890.     KftKB  (Gustaf),  maitre  de  conférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1892.  KOfill  (H.  von),  maitre  de  conférences  h  l'Université,  Engelbrektsgatan.  43  B,  à  Stock- 

holm (Suède). 

1880.  KŒMGS,   professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  boulevard  de  Port-Royal,  72,  à  Paris. 

1881.  LACOR,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont-Parnasse, gC,  à  Paris. 

1873.  LAISAXT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytecli.iique,  avenue  Victor-Hugo, 

1G2,  à  Paris. 

1893.  LA\CEM.\,  boulevard  Arago,  97,  •»  Paris. 

189G.     LARISK,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  de  La  Seyne  (  Var). 

1896.      I.AIJGKL,  ancien   attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (  \Ipes-Mari- 
times). 
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1873.  LAITII,  manu  facturier,  à  Tliann  (Alsace). 

1896.  LEAl,  professeur  au  lycée,  avenue  de  la  Gare,  b-,  à  Krest  (Finistère). 

1880.  liÉAlTÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,   i8,  à  Paris. 

1896.  LEBEL,  professeur  au  lycée,  place  du  Château,  9,  à  Rennes  (  Ille-et- Vilaine). 

1893.     LKCOR\U,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rueGay- 
Liissac,  3,  à  Paris. 

1895.     LÉHERAY,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  villa  des  Troènes,  à  la   Seyne-sur-Mer, 
par  Toulon  (Var). 

1872.     LE.)IOI\E  (  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polyleclinique,  rue  Liltré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointo,  h  Liège  (Belgique). 

1895.  LE  ROL\,  maitre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  h  Montpellier  (Hérault). 

1891.  LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (  Seine-et-Oise). 

1872.     LESPIAl'LT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-cl- 
Garotine  ). 

1896.  LE  VAVASSEIÎR,  ])rofesseur  au  lycée.  Grande  Allée,  28,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1882.     LEVY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École   Polytechnique,  rue 
de  Condé,  29,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),    membre  de  l'Institut,  inspecteur   général    des  ponts   et   chaussées, 

professeur  au  Collège  de   France,  avenue  du  Trocadéro,    i'>,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-I\Iarne). 

1873.  LIGIIXE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     LIM)EMA\X,  professeur  à  l'Université,  Georgenstrasse,  /jo,  à  Munich  (Bavièie). 

1880.  LIOl  VILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 

6  bis,  a  Paris. 

1880.      L0R1\,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  i8(),   à 
Paris. 

1888       LUCAS  (Félix),   ingénieur  en   chef  des  ponts  et  chiuissées.  rue  Freycinet,  26,  à  Paris. 

1886.     LVO\,   docteur  es   sciences    niathéniatiques,  chemin    de    la    Roseraie,    2(),    à    Genève 
(Suisse). 

1882.     MAC.E  ItE  LEPINAY.    professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    rue 
Claude-Bernard,  <)3,  à  Pai-is. 

1895.      MAILLEF,   dncteui-  es  sciences,  ingénieur  des  ponts    et    chaussées,  à    Tiilport  (Seine- 
et-Marne  ). 

1875.      MALLOlZtL,  professeur  de  matliénKili(|ues,  rue  i\c  l'Fslrapade,  -,  ii  Paris. 

1892.  )IA\rii;OT,    docteur    es    sciences  malhemaliques,   (juai    des  Comtes  de  Cliam|tagne,  •.!<), 

à  '1  royes  (  Aube). 

1872.     MA.VMIEIM,  colonel  d'artillerie  en  retiaite,  prohsseur  :i  l'Ilcole  l'ol\lechtii(|ue,  rue  de 
la  Pompe,   1  1 ,  à  l'aris. 

1884.      MVRTI\  (  Artemas),   Columbia  street,   i53i,N.AV.    ii    Washington    I).    C.    (Étals-Unis 
d'Aniéri(|ue  ). 

1889.     MAltri\  (  Km  lie),  ancien  élève  de  l' l'école  P(ilyte<lmi(|iie,  professeur  de  mal  lieiii:ili(|Ui's, 
rue  du  Mont-Parnasse,  2."),  à  l'aris. 

189'».      MAll'lV,  siir\eillant  général  au  lycée,  à  Nantes  (  Loire-Inferieurc  ) . 

1889.     .^lEMII/.AllAL  TA)1I10REL  (DE),  membre  de  la   Société  de  Géographie  de  Mexico,  eall.-  de 
Jésus,  i3,  a  Mexico  (Mt?xi(|ue). 

I88'l.     MEltliEllEAl,  licencié  es  sciences,  i-ue  ih-  l'I' ni\  ersilé,   i|)'!.  à  Paii>. 

1893.  MICIIKL  (François),  rue  Perdonnet,  s.  à    Paris. 
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1873.     MITTAG-LEFFLEU,  professeur  à  l'Uiiiversilé,  à  Slocklioliii  (Suède). 

1872.  MOIJTAIÎII,  inspecteur  ffénéral  des  mines,  examiniileiir  des  élèves  à  l'École  Pol y  tecliniiiue, 

rue  du  Val-de-Grâce,  9,  à  Puris. 

1888.     MlliillIl'ADIIVAV  (Asutosh),  proTesseur  de  maHiéniatiques,  Russa  Road,  77,  >orlh  P.I10- 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.     \EIBEIUI,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclcssin,  6,  à  Liège  (Reljjique). 

188"2.     OCAG\E  (M.n'),    injjénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à   l'École  des  Ponts 
et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Vienne,  5,  à  Paris. 

187.3.     OVIDIO  (Enrlco  d'),  professeur  à  lUniversité,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

18'.J3.     PAIMiEVE,    professeur-adjoint    h    la    Faculté   des  Sciences,    professeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  répétiteur  à  l'École  Polylcclmique,  rue  de  Rennes,  99,  à  Paris. 

1888.     PAPELIEK  (Oeorges),  professeur   de   matiiéniatiqiies    spéciales    au   lycée,  rue  de   Re- 
couvrance,  20,  à  Orléans  (  Loiret). 

188'i.     PAltAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

187"2.     PAKMEXTIEIl,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  h  Paris. 

187'2.      PAIlltA\,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saiiils-Pères,  56,  à  Paris. 

188i.     PAtrOWlEU  fral>hé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue    Notre-Dame-des-Champs, 
19,  a  Paris. 

1881.     PELI.ET,  doyen  <le   la  Faculté  des  Sciences,  rue  l'allaiiivilliers,  7,  à  Clerniont-Ferraïul 
(  Puy-de-Donie  ). 

1883.      PELLETIlEAl ,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

187i.      PEUCIN,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  inspecteur  des  manufactures  d'armes,  rue  de 
\aiigirard,  uo,  à  Paris. 

1881.  PEItOTT  (Joseph),  l'iiiversité  Clark,  à  Worcesler  (Massachusetts). 

1873.  PEItlIlX,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  25,  au  Mans  (Sartlie). 
1892.      l'EItltlV  (Klie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lamandé,  -,  à  Paris. 

18!)6.     PETIIOVIIOII,  professeur  à  l'Univeisité,  Kossantch-Venac,  2^.  à  Belgrade  (Serbie). 

1887.      PE/.ZK  (i)i;l),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  70,  h  Naples  (Italie). 

1879.     PICAItD  (Emile),    membre   de  l'Institut,  professeur  à   la    l'acuité    des  Sciences  et  à 
l'Fcole  Centrale  des  Arts  ei  .Manufactures,  rue  Soufllol,  i3,   à  Paris. 

1872.     PICQIET,  chef  de  bataillon    du   génie,   examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polylech- 
ni(nie,  rue  de  Condé,  24,  à  Paris. 

189(î.     PIEllOX,  inspecteur  général  de  l'Instruction  piibli<)ue,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris. 

1882.  POIVf.AKE,   membre  de   l'Institut,  ingénieur  en   chef  des  mines,  professeur  à  la   Fa - 

culte  des  Sciences,  i-ue  Claude-Rernard,  (i.'>,  à  Paris. 

1882.  POkOUW  (  Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Rohème). 

1872.      POI.IG\AC  (i)rince  C.  oe),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 

189d.     PlllVOST,    inspecteur    général    do    l'Instruclioii  publi(}ue,  11,  rue  de  la  loui-,    Paris- 
l'assy. 

1872.     PITZ,  général  d'artilleiie  eu  retraite,  rue  Saint-Meiw,  ()^^,  à  l'ontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1896.      OtlQl'ET,  archiviste  de  la  Comjtagnie /«  Naùoiialv,  rue  de  Crammont,   i3,  à  Paris. 

1872.     KAIIAl!,  rue  de  Tournon,  la,  h  Paris. 

1883.  UAFF\,  chargé  de  cours  à  la   Faculté  des  Sciences,  maître  de  coulérences  à    l'École 

^ornlalc  supérieure,  rue  iMcole,  7,  à  l'aris. 

1893.      UIVEUEAU  (l'abbe),  professeur  à  l'Institut  catholi(iue.  à  Angers  (Maine-et-Loire). 
1872.     KOI  AIIT,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne.  .'52,  à  l'aris. 
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187'>  ROl'CnÉ  (Eugène),  membre  de  l'Institnt,  professeur  au  Conservatoire  des  arts  et 
métiers,  examinateur  dcsélèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain, 
2i3,  à  Paris. 

1896.     ROIGIER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (Var). 

1885.  ROIQIET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  TEcole-d'Artille- 
rie,  2,  à  Toulouse    (Haute-Garonne). 

1881.  SAINT-I'AIL  (Dlxlpde),  lieulenant-colonel  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Sauveur, 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées-Orientales). 

1896.     SANCHEZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de   San  Salvador). 

1889.     SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques.  220,  à  Paris. 

1872.  SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  h  Saint-Mandé  (Seine). 

187-2.  SARTIAIX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 
pagnie du    chemin    de  fer  du  ÎSord,  à  Paris. 

1885.     SAtVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

SCIlLEGEi,  (D'  Victor),  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  62,3  Hagen  (Alle- 
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1881.  SCnOlTE,  professeur  h  l'Cniversité,  à  Groningue  (Hollande). 
1896.     SÉCHER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35.  à  Paris. 

1882.  SÉLIVAXOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fonlanka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1881.  STARkOFf   (Alexis),  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.  STEPHAXOS  (D"-  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 
1873.     STIDMCKA,  professeur  à  lUniversité,  à  Prague  (Bohème). 

1872.     SVI-OW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (^orwège). 

1896.     TAXXENBERC  (  W.  de),  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Japon,  12.  à 

Toulouse  (Haute-Garonne). 
1872.     TAWERY  (Paul),directeurdeb  manufactures  del'État,  Pantin. 

1875.  TAN.XERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'I  Im,  ',,'1.  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  h  Boufarik. 

1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1873.  TISSOT.ancienexaminateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda,  à  Brest  (Finistère). 

1896.     TORRÈS,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  Valgame  Dios.  3,  à  Madrid  (Espagne). 

1803.     TOICIIE.  lieulenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  TrufTaiilt,  23,  à  Paris. 

1872.     TRESCA,    ingénieur    en    chef  dos    |)onls   et  chaussées,   boulevard    Inkerinann,    27,    à 

i\euilly-sui-Seine  (Seine). 
1896.     TRESSE,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Nancy  (  Meurthe-cl-Mosellc  ). 
1893.      VALI-ÉK-POISSIX  (Cii.-J.  de  \.\),  professeur  à  l'Université,  rue  di-  Narnur.  iqo,   à  Lou- 

vain   (l'elgique). 

1880.  VAXEl.Ek  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1890.      VASCIIV,   répétiteur    et    examinateur    d'admission   h    l'École    Polytechniciue,    avenue 
B.ihquet,  68,  a  Paris. 

1876.  VICMRE,  iiis|.ecteur  gèm-ial  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  ii  P.iiis. 
1888.      VIIO    \()l/rERRA,  via  S.  Quiiitino.  '(5.  à  T'"''"  (Halie). 

1893.      WAd.NEU,  piofi-sseur  ii  l'École  J.-B.  Say,  boulevard  Flundrin,  70,  à  Pari.. 
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1880.  WAliCKEXAER,  ingénieur  des  minos,  boulevard  Saint-Ger.iiain,  21S,  à  Paris. 

1879.  W'EILIi,  professeur  au  collège  Cliaplal,  19,  rue  Tliiers,  au  Vésinet  (  Seine-et-Oise  ). 

1873.  WEYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'iicole  Polytechnique,  à  Prague  (Hohémcj. 

1878.  WORMS  DE  R0.1IILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1882.     ZABOl'DSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à   l'Académie  d'Artillerie,  à 
Saint-Pétersbourg  (Piussie) . 

1890.     ZAREMBA,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,   rue  des  Fours  à 
chaux,  25,  à  INimes  (Gard). 

1S81.     ZEUTllEX,   professeur  à  l'Université,  Ostersogadc,  10,  à  Copenh3j;ue  (Danemark). 


S  0  C  I  K  T  A  I  R  E  s    PERPETUELS. 


BE\01ST  (décédé).  -  BERIIELM',  à  Rio/..  —  BIEXAY.MÉ  (décédé).  —  BIOCIIE,  :i  Paris.  — 
BISCIIOFFSIIEIM,  à  Paris.  —  BORCnARDT  (décède).  -  BROC\RD,  à  Rar-le-Duo.  —  CAXET, 
à  Paris.  —  CARVALLO,  à  Paris.  —  CIIASLES  (décédé).  —  CLAIDE-LAFOXTAIXE.  à   Paris. 

—  EOIRET,  à  Paris.  —  «AUTIIIER-VILI, VRS,  à  Paris.  —  GOIRSAT,  à  Paris.  —  IIALPIIEX 
(décédé).  —  HALSTED,  à  .\ustin.  —  IIVTOX  DE  LA  GOIPILLIÈRE,  à  Paris.  —  IIER)I1TE,  à 
Paris.  —  IIIRST  (décédé).  —  IIOTT,    à    Paris.  —  LÉAITÉ,    à   Paris.  --JORDAX,  h  Paris. 

—  LAFFOIV  DE  LABÉDAT  (décédé).  —  MAIVXUEI.M,  à  Paris.  —  DE  MEXDIZABAL  lAMBOREE, 
à  Mexico.  —  MERCEREAl,  à  Paris.  —  D'OCAGXE,  à  Paris.  —  PEROTT,  à  Worcestcr.  — 
l'ERRIX,  au  Mans.  —  FOIXCARÉ,  à  Paris.  —  POLICIVAC  (prince  C.  m;),  à  Cannes.  —  RAFFV, 
à  Paris.  —  SYLOW.  à  Frederikshald.  —  TANXERY  (Paul),  à  Paris.  —  TARRY,  à  Alger  — 
TCHEBICIIEF  (décédé).  —  VIEM.ARD  (décédé). 
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BULLETIN 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE  FRANCE. 


COMPTES  RE^DLS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU   G  JANVIER   1897. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    KOENIGS. 

La  Société,  réunie  en  assemblée  générale,  procède  au  i-enoii- 
vellement  de  son  bureau  et  à  l'éleclion  de  membres  du  Conseil. 

Communications  : 

M.  Boulanger  :  Sur  V équation  de  la  propagation  de  la  cha- 
leur. 

M.  Girardville  :  Sur  la  théorie  du  vol  des  oiseaux. 

MM.  Touche  et  Lecornu  présentent  des  observations  sur  le 
même  sujet. 

M.  Ra.ffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  formules  fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces. 

Commençons  par  rappeler  les  formules  dont  il  s'agit.  Soient  E, 
F,  G  les  coefficients  de  l'élément  linéaire  d'une  surface,  D,  D',  D" 
les  déterminants  qui  figurent  dans  l'équation  diflerentioUc  des 
Iig.nes  asymptotiques.  Si  l'on  pose 

D  ,       D'  „       D' 

^=ÎP'  ^=ÏP'  ^=ÏP'  "^  =  '^G-F=, 

XXV.  I 


—  2  — 

el  qu'on  désigne  par  —  A"*  le  produit  des  courbures  principales, 
on  a  les  relations 

(i)  AA'  — A'2  =  — ^î. 

^-^=C.A-.B,A'-.A.A'. 
du         ov 

I    ov         au 

où  A,  B,  (^,  A, ,  B, ,  Cl  désignent  six  fonctions  connues  de  E,  F,  G 
et  de  leurs  dérivées  premières,  savoir 

ge^^^fe;  — 2FF„  2Ef;,-fe'„-ee;, 

ge;,-fg'„      •  eg;,-fe;, 

^  =  — ^H^ — '  ^'= — ^H^ — ' 

a  GF;,  -  FG'^  —  GG'„                _  EG'^ -4-  FG;  -  2 FF', 
^~-  ÏTP  '        ^'-~ ÏIP 

Les  équations  (1)  el  (2)  sont  les  formules  fondamentales  de  la 
théorie  des  surfaces  :  on  sait  qu'une  surface  est  entièrement  déter- 
minée de  forme,  quand  on  connaît  son  élément  linéaire  et  un  sys- 
tème de  trois  fonctions  A,  A',  A",  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Nous  allons  exprimer  A,  A',  A"  au  moyen  d'une  seule  fonction 
auxiliaire  t,  qui  sera  déterminée  (si  Ton  donne  E,  F,  G)  par  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  A  cet  effet, 
introduisons  la  courbure  moyenne 

GA  — 2FA'-4-EA' 
(3)  h^ 

On  satisfait  aux  deux  équations  (i)  et  (3  )  en  posant 


A  = 

(4)  {  A'  = 

AV-^ 


E  <î  +  2  F  < -4- G 
—  2H/»<-T-A(E<'— G) 

Ef»-h2F<-4-G 
2HA<«+2X:(F<»+G0 

E  <»  -t-  2  F  /  -4-  G 


Pour  trouver  la  signification  de  /,  il  suffit  de  former  l'équation 
différentielle  des  lignes  asymptoliqiies 


A  du^   •    2  A '  du  dv  -r-  A'  dv^  —  o : 


—  à  - 

comme  elle  s'écrit 

(du  —  t  dv  )\[/c{E  t  -i-  F  )  —  Uh]  du  ^[/c(F  t  -^  G)^-Hht]di>'^  =^  o, 

on  voit  que  t  est  la  valeur  du  rapport  du  '.  dv  qui  correspond  à 
l'une  des  lignes  asjmplotiques. 

Si  maintenant  on  substitue  les  expressions  (4)  dans  les  équa- 
tions (2),  on  a,  entre  A  et  /,  deux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  qui  sont  telles  qu'en  éliminant  entre  elles 
l'une  des  dérivées  de  h  on  élimine  en  même  temps  l'autre.  Ainsi 
la  courbure  moyenne  s^  exprime  explicitement  en  fonction  des 
coefficients  de  V élément  linéaire,  ainsi  que  de  la  fonction  t 
et  de  ses  dérivées  premières  ;  il  en  est  de  même  des  coefficients 
A,  A',  A"  à  raison  des  formules  (4)-  H  n'y  a  exception  que  si  A  se 
présente  sous  la  forme  o  ;  o.  Celte  hypothèse  caractérise  les  sur- 
faces réglées  et  conduit  aux  déformations  bien  connues  qui  dé- 
pendent d'une  fonction  arbitraire. 

La  substitution  de  h  dans  l'une  des  deux  équations  (2)  conduit 
à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  pour  la 
fonction  t.  Mais  cette  équation,  dont  dépend  la  détermination 
de  toutes  les  surfaces  ayant  un  élément  linéaire  donné,  est 
LINÉAIRE  par  rapport  aux  dérivées  secondes,  tandis  que  toutes 
les  équations  antérieurement  données  pour  résoudre  le  problème 
de  la  déformation  contiennent  ces  dérivées  au  second  degré. 
Elle  admet  pour  caractéristiques  les  lignes  asvmptotiques  des  sur^ 
faces  cherchées. 


SÉANCE  DU  20  JANVIER  1897. 


PRESIDENCE   DE   .M.    D  OCAGNE. 


Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  l' organisation  des  Congrès  internationaux 
de  mathématiciens. 

M.  RafFy  :  Sur  les  lignes  asymptotic^ues  des  développées  des 
surfaces  à  courbure  totale  constante. 

M.  Maillet  adresse  un  Mémoire  intitule  :  Des  groupes  primitifs 
de  classe  N  —  \  et  de  demé  M. 


_  4  — 
M.  Ma.]v.\heim  adresse  la  Gonimiinication  suivanle  : 

Sur  les  formules  de  Frenet. 

On  donne  une  courbe  (fn).  On  mène  en  un  de  ses  points  m  sa 
tangente  T,  sa  normale  principale  N  et  sa  binormale  B.  Appelons, 
T,  V,  ,3  les  angles  de  ces  droites  avec  un  axe  ox. 

Du  point   o  {/ig.    i)   comme  centre  décrivons   une   sphère  de 


/»  P. 


rayon  i  et  menons  de  o  le  ravou  ot  parallèlement  à  T.  Le  lieu  des 
points  tels  que  t,  lorsqu'on  fait  varier  la  position  de  la  tangente 
à  (m),  est  une  courbe  (t).  Le  cône  de  sommet  o,  dont  la  direc- 
trice est  (/),  a  pour  plan  tangent  suivant  ot  un  plan  parallèle 
au  plan  osculateur  de  (m)  en  m. 

La  tangente  en  t  k  (t)  est  dans  ce  plan  tangent,  et  comme  cette 
droite  est  perpendiculaire  à  ol,  elle  est  parallèle  à  N. 

Du  point  t  et  du  point  /| ,  infiniment  voisin  de  /  sur  (t),  abais- 
sons sur  ox  les  perpendiculaires  tp,  tifi.  Menons /?,/i  parallèle- 
ment kpt  et  th  parallèlement  à  ox.  L'angle  que  fait  th  avec  tt, 
est  alors  égal  à  v.  Dans  le  triangle  htt,  on  a  :  //i  := //,  cosv. 

('omme  l'angle  xot  est  égal  à  t,  cette  égalité  montre  que 

(i)  d  rosT  =  f  tt  cosv; 

tti  est  égal  à  l'angle  de  contingence  de  (ni)  pour  le  point  m;  si 
l'on  appelle  d{m)  un  arc  infiniment  petit  de  (m)  et   z  le  rajon 

de  courbure  de  {m)  en  /.;?,  on  a  alors  ^/,  =::  — —  et  la  relation  (i  ) 

s'écrit 

d{  m  ) 

(■2)  f/cOST—    — ^ cosv. 


Appliquons  la  formule  (i)  à  l'arête  de  rehroussenienl  [ni')  de 
la  surface  développable  enveloppe  des  plans  normaux  à  (m). 
Dans  le  plan  normal  issu  de  m,  il  j  a  l'axe  de  courbure  de  (m), 
qui  est  une  généralrice  de  celte  surface  :  appelons  m'  le  point 
où  cette  génératrice,  qui  est  parallèle  à  B,  touche  l'arête  de  re- 
broussement(m').  La  normale  principale  de  cette  courbe  pour  m' 
est  parallèle  à  N.  L'angle  de  contingence  de  (m')  pour  m'  est  égal 
à  l'angle  que  le  plan  osculateur  de  (m)  en  m  fait  avec  le  plan 
osculateur  de  (  m)  pour  le  point  infiniment  voisin  de  m  :  cet  angle 

est  égal  à     ^"^',  en  appelant  r  le  rayon  de  seconde  courbure  de  (m) 
en  m. 

La  formule  (2),  appliquée  à  (m')  et  exprimée  au  moyen  des 
éléments  de  (/?«),  donne  alors 

(Uni) 
(3)  <:/cosp=  — --^  cosv. 

Les  formules  (2)  et  (3)  sont  deux  des  formules  de  Frenet;  on 
sait  qu'il  est  facile  d'en  déduire  la  troisième. 

M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 


Équations  d'une  trajectoire  fluide  dans  le  cas  général. 

Soit  mn  un  élément  de  trajectoire  et  nr  un  élément  de  la  nor- 
male principale  à  la  trajectoire  en  n.  Nous  pouvons  choisir  le 
point  /'  de  telle  manière  que  la  pression  en  ce  point  soit  la  même 
qu'au  point  m. 

Soit  ?nn^=ds  et  nr  =  dst  ;  nous  pouvons  aussi  choisir  sur  nr 
un  point  /•'  tel  que  la  projection  de  la  tangente  à  la  trajectoire 
qui  passe  par  ce  point,  sur  le  plan  osculateur  relatif  au  point  ni^ 
soit  parallèle  à  la  tangente  en  m  à  la  trajectoire;  soit  nr'  =z  ds\. 

La  première  des  équations  générales  du  mouvement  des  fluides 
transformées  nous  donne 


(,)  -  ^r/s  =  U  ds  —  ~-jds-  r,  -5-!  ds 

^  '  p    ds  dt  as 


—  6  — 
el  la  seconde 

/    .  I  dp   .  T-,    7  dix    ,  „  doi   . 

(2)  -f-,  dsi  =  —  U   ds,  —  v,  —r-  ds,  —  r?  —r  ds,. 

^    ^  p  ds  ^  dt       ^         *  ds      ^ 

Remarquons  que  la  variation  de  pression  de  m  en  n  est  la 
même  que  celle  de  ;■  en  /i,  puisque  m  et  r  ont  la  même  pression; 
donc,  dans  les  équations  (i)  et  (2)  les  premiers  membres  sont 
égaux  et  l'on  a 

dvi  di'i    ,        ^.,    ,  drii    ,  „  d:L    , 

Vx  — ,-  ds  =  \J  as —  «s  -+-  U  ds\-^  v^  — r-  ds^ -\-  v\  -^-  ds^, 

as  dt  dt  ds 


,„,  I    d\\  '    Ti  j  '    TT'    7  '    ^''1    7  I    <^*i  j  dx  j 

(  3  ) -r  ds  =  —-\j  ds  ^ -yj   dsx ;-  —r-  ds  -i r-  dsi  H r  dsi. 

^       vi    ds  i-j  i-j  t'f    dt  i-i    dt       ^       ds 

L'équation  de  continuité  transformée  nous  donne 

,  ,,  I    dvi    ,         Sa    ,         S'a    ,  \     dp    j         1   dp   , 

(  4  )  —  —r-  ds  =  -r ,  ds  H — —  ds -y-  ds j-  ds. 

Vi    ds  ds  ds  pt'i   dt  p  ds 

Les    deux   premiers    membres   de    (3)  et  (4)  étant  égaux,   on 
aura 


oa  0  a  d<x  '   it  ^  '   ti'  j  i    rffi 

,  ,  ds  -h  -rr,  ds  =  —r  ds,  -+■  —  V  ds  -i U  dsi — j- 

ds  ds  ds  v\  Vf  i>\    dt 


I    dxi    ,  \     dp    ,         i  dp    , 

—  —r-  dsi  -\ p  «5  H —  -7-  ds. 

Pi    dt  p^•l   dt  p  ds 

Comme  la  tangente  à  la  trajectoire  en  m  est  parallèle  à  la  pro- 
jection, sur  le  plan  osculalenr,  de  la  tangente  en  /-'à  la  trajectoire 
qui  passe  par  ce  point,  dv.  représente  à  la  fois  l'angle  des  deux 
tangentes  à  la  trajectoire  en  m  et  en  n  et  l'angle  des  deux  tan- 
gentes en  /•'  et  en  n  aux  trajectoires  qui  passent  par  ces  points; 
or,  ce  dernier  angle  est 


ds 

et  Ton  auia 


oa       , 
-,dsi 


uxï 


c%    ,  ,        d<x    , 


Sa    ,  da    ds     , 

as  du    d% . 


—  7  — 
et  en  substituant  dans  (5)  il  vient 

S'a   ,         rfa  I dsx         ds  \    ,  i  ,.    ,  i   i-/    . 

-~,ds  =  —  [-^  -\-  -j-r]  ds  +  —\}  ds  -^  -  h'  ds^ 
ds  ds  \  ds         ds.  /  vi  vl 

(6)         (  \  1/  1  1 

I    di>i    ,          i    doLi    ,            i     dp    ,         \   dp    . 
—TT  ds  -h  --  —rr  dsi  ^ 1,  ds  -i r-  ds. 


v\    dt  t',    dt  pi^i    dt  p  ds 

Comme  pour  l'équation  d'une  trajectoire  dans  un  cas  particu- 
lier, on  a  dans  le  cas  général 

6' a  ,        dx 
-j-i,ds=  — , 
ds  X 

en  prenant  pour  axe  des  y  l'intersection  du  plan  osculateur 
passant  par  le  point  m  avec  le  plan  osculateur  passant  par  un 
point  très  voisin  sur  la  même  trajectoire.  En  substituant,  nous 
obtenons  l'équation 


(7) 


dx        d(t  /  ds,         ds  \    ,  1   ,,    ,  I  ,T.    , 

—  =  —     — -  +  -T-^     ^5  -H  -j  U  rfs  -(-  —  L  dsi 
X  ds  \  ds         dSi  I  \>\  vi 

I    dv,    ,  I    cfa,    ,  \     dp    .         \   dp  j 

—,    ds  -\ -—  rfs,  -i ^  ds  -\ y-  ds. 

v^    dt  v^    dt  p^•l   dt  p   ds 


Pour  avoir  une  seconde  équation,  considérons  un  élément  ns 
de  binormale  à  la  trajectoire.  Nous  pouvons  choisir  le  point  s  de 
telle  manière  que  la  pression  en  ce  point  soit  la  même  qu'au 
point  m.  Soit  ns  =  ds^-  La  première  des  équations  générales  du 
mouvement  des  fluides  transformées  nous  donne 

(  I  )  -  -~  ds  =  U  ds 7-  ds  —  t'  1  — 7~  ds 

p    ds  dt  ds 

et  la  troisième 

(2)  -l^^^^ds,  =  -Wds,-v,^ds,. 

Remarquons  que  la  variation  de  pression  de  m  en  n  est  la 
même  que  celle  de  s  en  n,  puisque  m  et  s  ont  la  même  pression  ; 
donc,  dans  les  équations  (i)  et  (2)  les  premiers  membres  sont 
égaux  et  l'on  a 

H)  ^       'Hs=  —Vds^—W  ds^^  ~  -77  ds^  —  ^  -fj  ds. 

♦  1    «5  r?  (•?  r,    dt  v\    dt 


L'équalion  de  continuité  nous  donne 

i    di>i   ,        Sx    ,        c'a  I     ''■^^  I  dp 

(  4  )  -j- as  =  -j-,  ds  -h -j-„  as -t:  «5 T  "^• 

^^^  vi    ds  ds  ds  pi'i   dt  p   ds 

Les   deux    premiers  membres  de   (3)  et  (4)  étant  égaux,   on 
a  u  ra 

-j-.ds^ — j^,ds=-^\Jds-\ s  U  '  rfso  H -j-  ds2 

ds  ds  vj  l'I  l'i    dt 

I    dvt    ,  i     dp    ,         \   dp    , 

s  —j-  ds+  —  -j.as  -\ j-  ds  ; 

vl    dt  pt>i   dt  p  as 

07.  et  o'a  ont  les  mêmes  valeurs  que  jirécédemment  et  il  vient,  en 
substituant, 


(8) 


dx  doi     ds      ,  I    ,,     ,  l    n«    7  I     ^^2    I 

—  =  —, ;  ,-  ds  H -\jds-\ -{]   dsi  -^ -j-  dsi 

X         ds  ds^  l'j  t'i  l'i    rf/ 

1    «fpi     ,  i     do   ,         I   f/p    , 

—r-  ds  ->. -7-  a 5  -) —  -J  ds. 

(J    a?  pt'i   rtf  p    «5 


Les  équations  (7)  et  (8)  constituent  un  système  d'équations 
complètement  générales. 

Remarquons  que  si  nous  nous  limitons  au  cas  du  mouvement 
permanent,  tout  en  considérant  les  forces  extérieures,  et  si  nous 
supposons  que  le  j)lan  auquel  se  rapportent  les  équations  (j)  ci- 
(8)  se  meuve  le  long  de  la  trajectoire  en  restant  toujours  oscilla- 
teur, nous  pouvons  obtenir,  par  une  transformation  de  coordon- 
nées rectangulaires,  les  équations  de  la  trajectoire  par  rapport  à 
des  axes  fixes. 

M.  n'OcACNE  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  transformation  birationnelle  réciproque  de  l'espace. 

La  transformation  envisagée  est  celle  dans  laquelle  deux  points 
se  correspondent  lorsqu'ils  sont  diamétralement  opposés  dans  une 
sphère  passant  par  un  cercle  fixe  T  donné  à  dislance  finie  dans 
resf)acc. 

Celle  transformation,  à  laquelle  j'ai  (b'-jà  consacré  une  Note 
{Bull,  de  la  Soc.  roy.  des  Sciences  de  Liège;  1889),  peut  se  ra- 
mener liomograpliiqucment  à  l'inversion  en  faisant  correspondre 
le  cercle  V  au  cercle  isotrope. 
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La  transformée  d'un  plan  quelconque  P  est,  en  effet,  une  qua- 
drique  Q  passant  par  le  cercle  F  et  par  le  point  situé  à  l'infini 
dans  la  direction  normale  au  plan  de  ce  cercle.  Cette  quadrique  Q 
est  d'ailleurs  coupée  par  le  plan  P  suivant  un  cercle,  et  la  sphère 
admettant  ce  cercle  pour  section  diamétrale  passe  aussi  par  le 
cercle  F. 

D'une  manière  plus  générale,  une  quadrique  Q  passant  par  le 
cercle  F  a  pour  transformée  une  quadrique  Q'  passant  également 
par  ce  cercle.  En  outre,  les  quadriques  Q  et  Q'  se  rencontrent 
suivant  un  second  cercle  et  la  sphère  admettant  ce  cercle  pour 
section  diamétrale  contient  aussi  le  cercle  F. 

Soient  M  et  M'  deux  points  correspondants,  auxquels  on  fait 
décrire  deux  surfaces  S  et  S',  ou  deux  courbes  C  et  C,  transfor- 
mées l'une  de  lautre.  On  a  ces  théorèmes  : 

Les  parallèles  aux  normales  en  M  et  en  M'  aux  surfaces  S 
et  S',  respecthement  menées  par  M'  et  par  M,  se  coupent  dans 
le  plan  du  cercle  F. 

Les  plans  parallèles  aux  plans  normaux  en  M'  et  en  M  aux 
courbes  C  et  C,  respectivement  menés  par  M  et  par  M',  se 
coupent  dans  le  plan  du  cercle  F. 

Ce  second  théorème  est  d'ailleurs  un  corollaire  immédiat  du 
premier. 

M.  n'OcAoxE  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  représentation  des  équations  du  second  ordre 
par  des  droites  et  par  des  cercles. 

L'équation  du  second  ordre  à  trois  variables  la  plus  générale 
étant  écrite 

(7]  aj  -4-  «2  ^lo  -+-  «3  3^3  -^  'Jl  ^1  *2  ^^3 -+"  ^  ^2  Ots  ^i 

4-  263X1  aj-H  2Ciai  -!-  2C2a2-f-  iczOl^-^  d  =  o, 

j'ai  fait  voir(')  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  cette  équation  soit  représentable  par  deux  systèmes  de 
droites  parallèles  et  par  un  système  de  cercles  est  que  l'une 

C)  BuK.  de  la  Soc.  math.,  l.  \\n  .  p.  Si. 
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des  quantités  a^a^ — b\,  cisOi  —  6^,  «(«a — ^1  soit  positive. 
J'ai  fait  observer  depuis  lors  (')  que  ce  résultat  pouvait  être 
complété  ainsi  :  La  condition  énoncée  est  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  V  équation  soit  représentable  par  deux  faisceaux  de 
droites  et  un  systèmes  de  cercles,  et  chacun  de  ces  faisceaux 
est  ivÉcESSAiREMEKTyb/'me  de  droites  parallèles. 

M.  AppELL  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  un  mode  d'inversion  des  intégrales  multiples  (  '  ). 

SoientF,  (a:,j>^),  F2(^,jv),  .  .  .  ^¥n{x,y),  n  fonctions  de  deux 
variables  indépendantes  x  ely.  Soit,  d'autre  part,  un  domaine 
d'intégration  D  dont  la  définition  dépend  d' une  façon  uniforme 
de  n  variables  indépendantes  a, ,  «n»  •••,««•  I-^es  équations 


// 


¥i{x,y)dxdy  =^  m,, 
¥i(x,y)dxdy  =  «j, 


F„(r,  r)  dx  dy  =  Un, 

où  les  intégrales  sont  étendues  au  domaine  D,  définissent  ai, 
«2»  •  •  •  j  an,  comme  fonctions  de  ^/,,  u^,  •  •  • ,  Un. 

Plus  généralement,  on  peut  considérer  plusieurs  domaines 
d'intégration  dépendant  des  variables  «,,«21  •••,««  et  définir  «, , 
^2,  .  .  . ,  flr„  comme  fonctions  de  u, ,  U2,  .  .  . ,  u„  par  des  équations 
de  même  forme  contenant  plusieurs  intégrales  doubles  dans  les 
premiers  membres. 

L'étude  des  fonctions  ainsi  définies  conduit  à  des  problèmes 
analogues  à  ceux  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  intégrales 
simples  (théorème  d'Abel  :  Uniformité  des  fonctions  inverses). 
Nous  en  donnerons  des  exemples  élémentaires  dans  une  Note  qui 
sera  publiée  dans  V American  Journal. 


(')  Bull,  de  la  Soc.  phys.-math.  de  Kasan,  1*  série,  l.  VI. 

f  ')  Annexe  au  procès-verbal  de  la  séance  du  20  janvier.  (Note  reçue  le  37  janvier.) 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIOAS. 


SUR  L'ÉQUATION  DE  LA  PROPAGATION  DE  LA  CHALEUR; 
Par  M.  A.  Boulainger. 

Considérons  Téqualion  qui  régit  la  propagation  de  la  chaleur 
dans  un  corps,  sous  la  forme 

^  d-u        à-ii        d^u         du 

(i)  du  =  — -  -; r  -+-  ——r r —  =  o. 

àxi        Oxi        ax^        axi 

Proposons-nous  de  trouver  tous  les  systèmes  de  quatre  fonc- 
tions ^rn{m  =  1 ,  2,  3,  4)  des  variables  x,(i=  i ,  2,  3,  4)  ^^  d' une 
fonction  F  de  U  et  des  variables  x/,  telles  que  si  Von  remplace 
les  quantités  X^  en  fonction  des  variables  xi  dans  une  solu- 
tion quelconque  U(X,,  Xo,  X3,  X.,)  de  l'équation 

.,,.       d'-\]       d^'XJ       (92  U        ôV 

la  fonction  u(xi,  X2,  X3,  Xs,)  ^F(\J,  Xi,  Xo,  X3,  Xi),   ainsi  ob- 
tenue, vérifie  l'équation  (i)  ('). 

A  cet  effet,  calculons  le  premier  membre  ou  de  l'équation  [i)  k 
l'aide  de  l'égalité  u(Xi,  Xi,  x^,  x,,)  ^  F(U,  Xf^  X2,  ^3,  x^  ).  On  a 
évidemment 


â^F 


du  _  dF  dU        dF 

dxi  ~  d\}  dxi        dxi' 

d^u       dF   d-'U        d'-F 
dxf  ~  dU  dxj   ^  d\5^ 

fd\} 

^2     ^              C>2F       d\j 

)     '    ^  cJU  dxi  dx, 

m^=  I 


dXi       jLà  dX„i    dxi 

m  =  l 

m=\  m,n  =  '*                                                        m  =4 

<J2U       V"  ^'U   /àX,nV  V^      (>-U       dX,„  dXr,       v»    àV    d'-X, 


dx]        ^  dX}„  [dXi  )        ZàdX,nO\„    dxi    dxi  '^  Ju  dXm    dxj 

m  =  l  m.n^zi  m  — 1 

(t  =  I.  2,  3,  4)- 

(')  M.  Painlevé  s'est  posé   celte  question    pour  l'équation   de  Laplace  AV  =  o. 
flans  un  Mémoire  sur  la  Tranxformatinn  des  /onctions  \  ix,}\  z)  qui  satisfont 
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Posons  maintenant 


:3 


AL=y/^^ 


'Z,  >  (m,n  =  I,  2,  3,  4). 


i—l 


i—\ 

Nous  aurons  de  suite 
lu  = 


\_mz=.\  m,n^  l  _i 

^dX,n     JmÊd  d\j  àxi   Oxi  jmddx--         àx^  ~ 


a2_F 

dïJ 


Il  faut  que  cette  quantité  $  s'annule  identiquement  si  U  est 
une  solution  de  o'Ll  =  o.  Si  donc  on  remplace  dans  4>  les  Xi  en 
fonction  des  X/,  on  doit  avoir  identiquement 

et,  comme  ^  gardera  la  même  forme  si  l'on  v  conserve  les  varia- 
bles Xi,  il  faut  que  l'expression  ci-dessus  de  $  soit  de  la  forme 
S  o'IJ.  Cette  condition  nécessaire  remplie,  o// =:  o  entraînera 
o'U  =  o,  et  réciproquement. 

Les  conditions  d'identification  sont 

(I)  hl  =  hl=hl 

(II) 

(III)  A-/„,„  =  o  (/«,«  =  I,  2,  3,  4), 


Cette  condilion  montre  que  F  est  une  fonction  linéaire  de  U, 

F  =  AU  ^  B, 

à  l'èqunlion  AV  =  o  (Travaux  des  Facultés  de  Lille,  Mémoire  n°  I,  18R9). 
M.  Lacour,  dans  sa  seconde  Tliùse.  a  Irailc  un  problème  moins  général  pour 
léquation  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  uii  plan;  sa  soliiliiMi  scrail  Uni 
abrégée  par  le  mode  d'exposition    iitdi<iué  ici. 


h\ 

= 

h\ 

/'! 

= 

0, 

f^IHyll 

= 

0 

C/U2 

0. 
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A  et  li  étant  (les  fonctions  des  Xi.  I^es  conditions  suivantes  s'écri- 
vent alors 

<,V)  .i-^«-»-"f^^^'=°  (".  =  ..M). 

OÂ  =0,  oB  =  O. 

On  peut  supposer  B  identiquement  nul  ;  en  effet,  si  AU  +  B  ré- 
pond au  problème,  AU  y  satisfait  aussi. 

Si  l'on  se  limite  au  cas  des  fonctions  réelles,  la  condition  (II) 
montre  que  X,  ne  dépend  que  de  x.;,  en  sorte  que  la  condition 
(V)  se  réduit  à 

et  les  conditions  (111),  où  figure  l'indice  4:  sont  identiquement 
vérifiées. 

Considérons  x^  comme  un  paramètre;  les  conditions  (1)  et  les 
conditions  (HI)  restantes  sont  celles  qui  définissent  la  représen- 
tation conforme  de  l'espace  avec  proportionnalité  des  éléments 

linéaires,  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  H  =rjz  4/  -r— *• 

Les  figures  étant  alors  semblables  peuvent  être  amenées  à  coïn- 
cider par  un  déplacement  suivi  d'une  homothétie  de  rapport  H. 
On  a  donc 


X„t  =  /?„t -H  H  V  a„„;r/  (m  =  1,2,  3), 


les  coefficients  y-mi  étant  les  cosinus  directeurs  de  trois  directions 
rectangulaires  et  dépendant,  ainsi  que  les  coefficients/?,,,,  du  pa- 
ramètre x^. 

Les  conditions  (IV)  se  réduisent  évidemment  à 


d\, 


les  accents  désignant  des  dérivations  par  rapport  à  ^'i .  En  rem- 
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plaçant  les  xi  en  fonction  des  X,  dans  le  second  membre,  il  vient 


(iy»is){  ^x;/^"''^°s^)=  |(X,n-/>.)- 


£=1 L         n=>  J 


{m  =  1,2,  3). 

Je  dis  que  les  coefficients  a  sont  constants.  En  effet,  si  l'on 
exprime  que  l'on  a 

'^^        (2H»LogA)=   ■„  '^'y     (2H^LogA), 


il  vient 

1  =  3 

1  =  1 

or  la  condition  de   perpendicularité  des  directions  (a„)  et  («m) 
donne 

i  —  Z 
1  =  1 

Donc 
d'ailleurs 

2' 


^m  i^/ni  —  O . 


On  a  ainsi  trois  équations  linéaires  et  homogènes  en  a^^^  (/=  i ,  2,  3) 
ayant  pour  déterminant  I .  Donc  a^j=  o.  c.   q.  f.   d. 

Cela  posé,  on  a,  d'après  les  relations  (IV  bis)  simplifiées  par  le 
résultat  précédent  : 

m  =  3  m  =  3 

//i  =  1  m  =  1 

OU,  en  revenant  aux  variables  j*/, 

1  =  1  I  =  1     ,      m  =  1 

Il  reste  à  satisfaire  identiquement  à  la  dernière  condition 

1=3 

oA  —  o  ou  >  —il        -      —T      -    _£1 . 
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En  annulant  le  coefficient  de  ^xf  dans  le  résultat  de  la  substi- 
tution, il  vient 


/H'V        /H'y  „  A- 


En  annulant  le  coefficient  de  Xi,  on  a 


/   ^  P'm'^mi\'  m 


\      772  / 

OU 


V  />'m  ^mi  __   «^iH 

^      H       ~     A: 


Les  quantités  k,  c,   ai  sont  des  constantes  d'intégration.  On 
déduit  de  là 

»  =  3 

Pni  =  -jr  / ,'^i'^mi, 

ou 

Pm  = 7, a/nj«i  -t-  const. 

Enfin^  il  reste 

H   ^  ^^«'-^(^0  =  0, 
d'où 

G(ar4)  —  LogH  —  — ^ — -  -t-  const. 

4(arvH-C) 

Réunissant  les  résultats  obtenus,  il  vient 

r  Su-.  — «,-)' 

F=^:— -6     *""^'^'  U(X,.X2,X3,XO. 

I  =3 

X^= \   a,„,(cr,  — a,)-f-const.  ^wi=i,2,  3), 

I  =  1 


On  reconnaît  une  extension  des  formules  données  par  INI.  Larour. 
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DES  GROUPES  PRIMITIFS  DE  CLASSE  X  -  1   ET  DE  DEGRÉ  N  ; 
Par  M.   Ed.   Maillet. 

I. 

Dans  notre  Thèse  de  Doctorat  (p.  49-68)  nous  avons  établi  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  seuls  groupes  primitifs  de  classe  N  —  i  et 
de  degré  N^  101  sont  ceux  de  degré  N  =p'"(p  étant  premier) 
et  sont  linéaires  à  indices  réels. 

Pour  y  arriver,  nous  avons  établi  un  certain  nombre  de  condi- 
tions auxquelles  doit  satisfaire  N  pour  un  groupe  primitif  G  de 
degré  N  et  de  classe  N  —  i.  Ainsi,  on  ne  peut  avoir  N  égal  à 
4/i  +  2,  à  />/?!,  P'P\^  P^P\f  P\PiPii  P\P^-;  Iss  nombres  pre- 
miers/>, /^i , /^s.  Pi  étant  différents. 

De  même,  soit  (  '  )  H  le  sous-groupe  des  substitutions  de  G  qui 
laissent  une  même  lettre  de  G  immobile  :  on  a  (j'  =  N5C,  3€  divi- 
sant N  —  I,  N  =  /i3CH-i,  et  G  ne  peut  être  primitif,  si  5C  est 
égal  à  2  ou  3,  ou  si  /i  <^  i  i ,  que  quand  N  :=;/>'".  Ainsi,  si  N  —  i 
est  égal  à  ^,  iq  ou  3*7,  (j  étant  premier  impair,  G  ne  peut  t'tre 
primitif  que  si  N  =  2"'. 

Enfin,  les  N  —  i  substitutions  de  G,  qui  sont  de  classe  N,  ne 
peuvent  former  avec  l'unité  un  groupe  de  degré  et  d'ordre  N  que 
si  ce  groupe  est  régulier,  N  =:/?'",  et  G  linéaire  à  indices  réels. 

En  nous  appuyant  sur  ce  qui  précède,  et  aussi  principalement 
sur  ce  lemme  : 

Lemme.  —  Si  p-  est  la  plus  haute  puissance  du  nombre  //re- 
mier p  qui  divise  V ordre  ()'  d'un  groupe  quelconque  G,  on  sait 
que  (2) 

y  =y>2v(H-  A/^), 

oii  1  +  tij>  est  le  nombre  des  groupes  d'ordre  y>-  contenu  dans  (  1. 


(•  )  Les  ordres  des  groupes  A,  B,  . . .,  G,  II,  . . .  seront  désignes  par  A-.,  ltl>,  . . . 
()',  ."JC,  . . .;  de  même  (  S),  (T),  ...  scronl  les  groupes  des  puissances  de  la  subslir 
tulioii  S,  T, 

(')  Syi.ow.  Mal/i.    in/i.,  l.  V. 
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Alors  G  contient  au  moins -^  (p- —  i)    substitutions   d'ordre 
^  o  (mod  p); 

et  sur  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Ua  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  op 
(p  premier  impair,  p  >  i  et  premier  à  p)  et  de  classe  N  —  i  ne 
peut  exister  si  p  </?  +  i  ; 

Théorème  IL  —  Un  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  py?- 
(/?  premier  impair,  p>  i  et  premier  à  p)  et  de  classe^ —  i 
ne  peut  exister  si  p  -<  /?-  4-  i  ; 

Théorème  III.  —  Ln  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  o/?"' 
(p  premier  impair,  p  >  i  et  premier  à  p)  et  de  classe  N  —  i  ne 

p  -i-  I 

peut  exister  ciue  si  o  >- ; 


nous    conclurons    (théorème    IV)   que    le  théorème    énoncé 
début  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  N^  201 . 


II. 

Lemmf,  I.  —  Soit  ^  l'ordre  d' un  groupe  L'  de  substitutions 
tel  cjue  S^  soit  ^  o  {mod y?)  et  ^  o  (mod  />-),  p  étant  premier. 
On  sait  que  J^  =  py,  (^i  -+•  hp),  oii  i -^  hp  est  le  nombre  des 
groupes  d'ordre  p  contenus  dans  L'  :  L' contient  au  moins  i  -+-  hp 
substitutions  d'ordre  premier  à  p  {y  compris  l'unité). 

En  effet,  /?v,  est  Tordre  du  groupe  des  substitutions  de  L'  per- 
mutables au  sous-groupe  (T')  des  puissances  d'une  substitution 
T'  d'ordre  p  de  L';  si  donc  il  y  a,  dans  L',  9  substitutions  ^i 
échangeables  à  T',  ces  substitutions  sont  permutables  à  (T'),  en 
sorte  que  9  ^/?Vi  —  i.  Le  nombre  des  substitutions  T"  différentes 
de  I  de  L'  telles  qu'on  puisse  trouver  une  substitution  d'ordre/? 
de  L'  échangeable  à  T"  est  donc  au  plus  égal  à  (i  -H  hp)  (yov,  —  1), 
puisque  i  +  hp  est  le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  p  de  L'. 
Or,  toute  substitution  Ui  de  L'  d'ordre  hp  mulliple  de  yo  (A"  pre- 
mier à  /?)  est  de  la  forme  UV  (  '  ),  où  U  est  d'ordre  A%  V  d'ordre/? 

(')  Kii  c(Tet,  on   peul  trouver  -o  et  •!^  premiers  ù  kp  et  tels  que  A»-!-/?'^  =  i, 
XXV.  2 
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et  U  et  V  sont  échangeables.  Dès  lors,  UV  étant  échangeable 
à  V,  c'est-à-dire  à  une  substitution  d'ordre  p,  le  nombre  des 
substitutions  de  la  forme  UV,  c'est-à-dire  d'ordre  HHo(mod/>), 
est  au  plus  égal  à  (^v,  —  i)  (i  -t-  hp).  Il  en  résulte  de  suite  que  le 
nombre  des  substitutions  de  L'  (y  compris  la  substitution  i) 
d'ordre  ^  o  (mod  p)  est  au  moins  égal  à 

(l  -I- A/5 )/>v,  — ((-!-/?/?)(/? vi  —  i)=  1-+-  hp. 

En  remarquant  que  le  nombre  des  substitutions  échangeables  à 
(T')  et  d'ordre  ^  o(mod  p)  est£(/?  —  i)v,,  on  voit  même  que  L' 
renferme  au  moins  (  i  -f-  fip)''>\  substitutions  d'ordre  premier  à  p. 

Théorème  I.  —  Un  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  p/> 
(p  premier  impair,  p'^  i  et  premier  à  p)  et  de  classe  N  —  i  ne 
peut  exister  que  si  p  <Cp  -\- 1 . 

En  effet,  l'ordre  q  =  N  JC  de  G  divise  N(N  —  i  ),  l'ordre  JC  du 
groupe  H  des  substitutions  de  G  laissant  une  lettre  donnée  de 
G  immobile  divisant  N  —  i,  en  sorte  que  Ç  est  ^e  o(mod /?)  et 
^o(mod   p^).    D'après    un    théorème    de   MM.    Mathieu  (')    et 

Sjlow(2), 

où  hp  -+-  I  est  le  nombre  des  sous-groupes  distincts  d'ordre  p 
de  G.  On  ne  peut  avoir  h  =  o,  sans  quoi  G  contiendrait  un  sous- 
groupe  invariant  d'ordre  /?^o(mod  N),  ce  qui  est  impossible, 
})uisque  G  est  primitif:  donc  h^i.  G  contient  Iip  -h  i^p  -\-  i 
sous-groupes  distincts  d'ordre/?,  par  suite 

(hp^l)(p-l)l(p^l)(p-l)  =  p2—i 

substitutions  d'ordre  /?,  puisque  deux  sous-groupcs  distincts 
d'ordre/)  de  G  n'ont  deux  à  deux  d'autre  substitution  commune 
que  l'unité.  Ces  substitutions  sont  d'ailleurs  de  classe  N  =  p/?,  et 
puisque  G  renferme  exactement  N —  i  subslilulious  de  classe  N, 


|inis(iiic  /■    el  p  sont   premiers  cnlic  eux,  cl  l'on  a  L|'  U'^'f  —  U,,  ci  il  suflil  de 
I.rciulic  U  ^  UfK  V  -  Vp. 

(•)  y.  de  Math.,  i«r,,. 

I  ')   Syi.oW,  /or.  rilfil. 
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dont  quelques-unes  d'ordre  diviseur  de  o,  il  faut 

N  —  i  =  pp  —  xXhp  -M)(/?  — 1)^/>2—  I, 

et  p  >/>  (  ').  c.    Q.    F.   -D. 

Remarque.  —  Cette  limite  inférieure  peut  être  améliorée  dans 
une  foule  de  cas  :  en  effet,  hp -\-  \  doit  diviser  p(p/?  —  i),  et  est 
au  moins  égal  au  plus  petit  diviseur  de  0(0/?  —  i)  qui  soit 
^  I  (niod/>).  On  en  conclut  : 

Théorème  I  bis.  —  Soit  G  un  groupe  primitif  de  degré 
N  =:  ^p  [p  premier  impair,  çi^  i  et  premier  à  p)  et  de  classe 
N  —  i  ;  si  Ip  -^  i  est  le  plus  petit  diviseur  de  (],  et  a  fortiori  de 
?i?P  —  ')  ^^'^  -^^'^  ^  '  (ï^'^d/?)^  on  a  :  p  ^  l(p  —  1)+  i . 

Supposons  que  r  =  Ap  -\-  i  divise  p  (p/>  —  i),  d'où 

p2  — r p^o(modr)     et     — p2 — lp=  —  p(p -f-X  )  ^  o(  mod  r), 

en  sorte  que  /•  divise  p(p  +  )^).  On  en  conclut  : 

Corollaire  I.  —  Si  le  nombre  ip  ■+-  i  ne  divise  pas  le  nombre 
0(0  +  /),  pour  une  au  moins  des  valeurs  de  i  égales  à 
I,  2,  .  .  .,  )v,  on  e/^  conclut  que  /^X  +  i,  d^ou 

p  >  (X  +  OC/»  — 0  +  1. 

En  particulier  quand),  ^i,  il  faut  ^^ip  —  i,  et,  puisque  c 
est  premier  à/?,  p  ^  2/>  -H  i  ;  d'où  : 

Corollaire  TI.  —  Si  p(p  +  i)  n'est  pas  divisible  par  p -\-  i, 
on  a  p^  2/>  +  I. 

Corollaire  IIT.  —  Soit  q  un  nombre  premier  impair,  et 
p  ^=  kq  —  I  ;  si  p  nest  pas  de   la  forme  k'q  ou  k'q  —  i ,  on  a 

p^ip  -h  i . 

Car  p  (p  H-  1)^  o(mod  ^),  et  /?  +  1  ^  o  (mod  q),  en  sorte  que 
p  H-  i  ne  divise  pas  p  (p  +  i)- 


C)  Les  limites  inférieures  trouvées  ici  sont  [ilus  avantai;cuses  que  celles  iruli 
quées  clans  notre  Thèse  de  Doctoral,  p.  67. 
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Corollaire  IV.  —  Sip  est  de  la  forme  i5/r  H-  2,  et  p  d'une 
des  deux  formes  1 5  A-'  +  i  ou  1 5  A''  +  7,  o/i  a  0  ^  3/)  —  i . 

Car  /?4-i^o(mod  3),  en  sorte  que  /?  +  i  ne  divise  pas 
0(0  +  1),  et  2/)  +  I  ^  o  (mod  5),  en  sorte  que  2/?+  i  ne  divise 
pasp(p  +  2). 

Et  ainsi  de  suite. 

Lemme  II.  —  Soit  p-  la  plus  haute  puissance  du  nombre  pre- 
mier p  qui  divise  C ordre  cj  d'un  groupe  quelconque  G;  on  sait 
que 

où  /?-v  est  l'ordre  du  groupe  des  substitutions  de  Q permu- 
tables à  un  sous- groupe  H  d'ordre  p-  de  G.  Alors  G  contient 

au  moins  -j-  {p-  —  1)  substitutions  d'ordre  ^  o  (mod/j). 

En  effet,  on  sail(')  que  les  sous-groupes  d'ordre/)-  de  G  sont 
les  transformés  d'un  quelconque  d'entre  eux  par  les  substitutions 
de  G,  en  nombre  i-\-np,  et  que  (-)  i -\- 7ip  =1 -i- n,p -j-n^p-, 
où  n^p  est  le  nombre  des  transformés  de  H  ayant  en  commun  avec 
H  une  substitution  d'ordre  p,  n^p-  le  nombre  des  transformés 
de  H  n'ayant  en  commun  avec  H  d'autre  substitution  que  l'unité. 
De  plus  les  substitutions  de  H  sont  échangeables. 

Soit  S  une  substitution  de  H  d'ordre  jyj  elle  est  échangeable  à 
toutes  les  substitutions  de  H,  et  à  toutes  celles  des  transformés  de 
H  par  G  dont  elle  fait  partie;  le  groupe  L  des  substitutions  échan- 
geables à  S  contient  H  et  ces  transformés.  Si 

/)-'/  étant  l'ordre  du  sous-groupe  des  substitutions  de  L  permu- 
tables à  H,  et  1  H-  hp  le  nombre  des  sous-groupcs  d'ordre  p-  de  L, 
lesquels  sont  les  transformés  de  H  pur  L,  chacun  de  ces  trans- 
formés contient  S,  puiscjue  toute  substitution  g  de  L  est  échan- 
geable à  S  et  que  g~*  Hg  contient  dès  lors  S.  On  a  //  ^//, . 


(•)  Sylow,  loc.  citât. 

C)   ]'oir  riolie  ÎSh'mdirc  des  Ann.  Fnc.  Se.  île   Toulouse,  i>^()5,  D.  7,  ri  iS*)'', 
A.   I- 
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Soit  /i  >■  o  (ce  qui  n'a  lieu  que  si  «i  ^  o)  :  L  conlient  le  sous- 
groupe  H  d'ordre/»-  qui  n'y  est  pas  invariant,  tandis  que  (S)  y 
est  invariant.  Dès  lors  (  '  ),  L  est  isomorphe  à  un  groupe  L' transitif, 

de  degré  -^  =  (n-A/))v',  et  d'ordre  ^^  =  {i-\-hp)pv' ,  le  groupe  H', 

qui  correspond  à  H  dans  L',  étant  formé  des  puissances  d'une 
substitution  S'  d'ordre />,  et/>v'  étant  l'ordre  du  groupe  des  substi- 
tutions de  L'  permutables  à  H'.  Au  groupe  (S)  de  L  correspond 
dans  L'  la  substitution  i,  et  réciproquement. 

D'après  le  lemme  1,  L'  contient  au  moins  i  +  lip  substitutions 
d'ordre  premier  k p.  Soit  donc  : 

(1)  T)  =  I,       T2,        .  ..,       T).,        avec    X  ^  I  4-  /i/7, 

les  A  substitutions  de  L'  d'ordre  premier  à/?, 

(2)  2fl  =  I,       <7-2.        •..,       ^), 

À  substitutions  de  L  telles  que  t,-  soit  une  des  substitutions  cor- 
respondant à  -Zi  (i=i,  2,  ...,  \).  A  la  substitution  t/  de  L' 
correspondent  dans  L  les/>  substitutions 

(3)  v,     S  7,-,     S  2  7,-,     ...,     Sp-»î,- 

de  L,  par  suite  aux  À  substitutions  (i)  les  p\  substitutions  dis- 
tinctes de  L 

/    T,  =  1,           S,              S2,           ...,  S/^-', 

7,,  Sx,.        S2J, S/'-'  T.,, 

(4) 


n,        So).,    S^n,     ...,     S/'-' 7).. 


Si  cp/f  est  l'ordre  de  3-^,  3"|'=  i  correspond  à  t^*,  en  sorte  que 
t|*  =  1,  et  que  l'ordre  (|>/f,  premier  à  yo,  de  -Zk-,  divise  celui  de  o-/;, 
a  fortiori  celui  de  taS-/,  o-yt  et  S-/  étant  échangeables  :  donc  les  p\ 
substitutions  (4)  sont  contenues  dans  L,  et,  puisque  cp>t  >»  i ,  pour 
A^  >  ( ,  sont  d'ordre  ^y7^(a  =  i  ou  2),  sauf  celles  de  la  première 
ligne.  De  plus  'p^^  i  correspond  aux/?  substilulions 


(')  W.  Dyck,  /l/*7//(.  Ann..  l.  X\   iH  WII;  on   noire  Tlièso  de  L)octor;i(,  p.   1: 
et  ij- 


formant  la  première  ligne  de  (4)-  Parmi  ces />  substitutions  on 
en  a  une  (S^a-^)"^<=  S"a+%=  i,  à  savoir  celle  pour  laquelle  /  est 
tel  que  Uk-h  l'^-^k^  o  (mod  p).  Son  ordre  'l^,  le  même  que  celui 
de  Ta,  est  premier  à  /)  5  les  p  —  i  autres  ont  pour  ordre  p'^k,  en 
sorte  que,  dans  chaque  ligne  de  (4),  il  }'  a  une  et  une  seule  sub- 
stitution d'ordre  premier  à  p  :  nous  pourrons  évidemment  sup- 
poser que  ce  soit  celle  de  la  première  colonne,  puisque  nous  avons 
seulement  supposé  que  a-j(?  =  i ,  2,  .  .  . ,  ).)  était  une  des  substitu- 
tions de  L  correspondant  à  -i  dans  L',  sans  rien  spécifier  de  plus. 
Les  substitutions  de  la  A'^^'^ligne,  sauf  (7a(A- =  i ,  2,  ...,).),  étant 
d'ordre/?  ou/?6a,  sont  toutes  d'ordre  ^  o  (mod/?-)  et  ^  o(mod/?). 
Nous  pourrons  faire  correspondre  au  sous-groupe  (S)  de  G  le 
Tableau  0  formé  des  (/>  —  i)).  substitutions  des  p  —  i  dernières 
colonnes  de  (4)- 

Si  alors  S,  est  une  substitution  d'ordre  p  de  G  non  contenue 
dans  (S),  L,  le  groupe  correspondant  analogue  à  L,  formé  des 
substitutions  de  G  échangeables  à  S|,  on  a 

(5)  ■ti  =  (i-^-/?i/>)/>^v;, 

1  +  h,p  étant  le  nombre  des  groupes  d'ordre  p-  contenus  dans 
L,;  et  l'on  voit  de  même  que  Li  contient  les  ^A,  substitutions 
distinctes 

1  I  7         -^ii  ^if  •  •  •  1        ^  l      J 

t!,  .       Si  7,,     S'ï  T,,      ...,     S]     7,, 


(6) 


(7).,,  SiT),,,        Sï7>„,        ...,        S/'-'ff)„, 


qui  sont  d'ordre  ^o  (mod/>),  et  ^  o  modp-,  sauf  celles  de  la 
première  ligne  qui  sont  d'ordre  premier  à/,;.  On  y 

d'après  le  lemme  I,  et  l'on  peut  faire  correspondre  au  sous- 
groupe  (S,)  de  G  le  Tableau  (-),  formé  des  (p  —  1)).,  substitutions 
des /^ —  I  dernières  colonnes  de  (6).  Les  substiuili(jns  de  H|  dil- 
lèrenl  (failleurs  de  celles  de  ("),   cai'  si 

SJ  <7^—  S'i  'j',,  \  /  «M  /'  y-  o  (  mofl  />  )|, 

cl  ^1    L/.   l'   ^onl  les  ordres  respectifs,  premiers  à  /;,  de  i/,,   7^,  on 
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aura 

Or  S-^'t'*  est  d'ordre /?  :  donc  7]^^'/' =  i ,  en  sorte  que  •}/.  divise /^'i/^t, 
par  suite  'Ik',  de  nièrne  'l/f  divise 

d'où 

ce  qui  est  impossible,  puisque  (S)  ^  (S|  ). 

On  peut  continuer  de  la  sorte  :  à  chaque  groupe  (S^)  des  puis- 
sances d'une  substitution  S^  d'ordre />  de  G  nous  ferons  corres- 
pondre un  Tableau  ou  ensemble  0^  de  substitutions  analogue  à  0 
et  0, ,  et  tel  que  les  ensembles 

(7)  «,    «,,    8,.    ...,    e,j,     ... 

correspondant  à 

(8)  (S),     (Si),     (S2),     ...,     (S^),     ... 

respectivement,  n'aient  deux  à  deux  aucune  substitution  com- 
mune, et  contiennent  respectivement  au  moins 

(9)  (•  +  /*/')(/>  — 0,     (i  -+-/«!/')  (/J  —  O,      •••>     {^^h<iP){p  —  ^h      ■'■ 

substitutions  autres  que  l'unité,  distinctes  de  celles  des  autres 
ensembles,  et  toutes  d'ordre  ^  o  (mod  p)  et  ^  o  mod  p-,  i  -f-  hgp 
étant  le  nombre  des  transformés  de  H  par  les  substitutions  de  G 
qui  ont  en  con)mun  (S^). 

Quand  on  aura  A  =  o,  au  groupe  (S)  d'ordre^  i,  nous 
ferons  correspondre  l'ensemble  0  des  p  —  i  substitutions  de  S 
d'ordre  ^  o  (mod  p). 

Enfin,  si  T  est  une  substitution  de  G  d'ordre/?-,  elle  ne  peut 
être  commune  à  deux  groupes  distincts  d'ordre  p'^:  au\  p  (p  —  1) 
substitutions  de  (T)  d'ordre />-,  ou  fera  correspondre  l'ensemble  0' 
de  ces  mêmes  substitutions. 

Les  substitutions  des  ensembles  0,  0,  0'  sont  évidemment  dis- 
tinctes. 

Ceci  posé,  considérons  l'ensemble  A  obtenu  on  écri\ant  succes- 
sivement les  substitutions  ^  1  des  divers  transformés  11,  HijHa,  .  .  . 


-ai- 
de H  par  les  substitutions  de  G;  l'ensemble  B  formé  de  celles  de 
ces  subslilulions  qui  sont  distinctes;  l'ensemble  G  des  ensembles 
0,  0,  (-)'  obtenus  précédemment. 
D'après  ce  qui  précède,  A  contient 

C 

substitutions  :  une  substitution  S  d'ordre  p  et  ses  puissances  y 
sont  répétées  chacune  i  +  hp  fois,  i  +  hp  a}  ant  même  signification 
que  précédemment;  A  contient  ainsi  exactement  (i  +  hp)  (p  —  i) 
substitutions  appartenant  à  (S)  et  ^  i .  A  ces  substitutions  corres- 
pondent dans  B  les  ^  —  i  substitutions  de  (S)  ^  i ,  et  dans  G  les 
),  (^p  —  1)^(1  +  hp)  (p  —  1)  substitutions  distinctes  d'ordre 
^  o(mod/?),  et  ^  o  (modyo-),de  l'ensemble  0.  Aux  substitutions 
de  A  appartenant  à  (S,),  S,  étant  d'ordre^  et  non  contenu  dans  (S), 
correspondent  de  même  dans  G  les  X,  {p  —  1)^(1  +  hip)  {p  —  i) 
substitutions  d'ordre  ^  o(mod/>)  et  ^  o(mod/>-)  de  l'ensemble  0,; 
et  ainsi  de  suite. 

De  même  pour  les  substitutions  S  d'ordre  p  pour  lesquelles 
h  =:  o  :  aux  p  —  i  substitutions  de  (S)  dans  A  correspondent  dans 
B  et  G  les  /?  —  i  substitutions  de  l'ensemble  9. 

Finalement,  si  $  est  le  nombre  des  substitutions  de  A  qui  sont 
d'ordre  />,  à  l'ensemble  de  ces  ^  substitutions  correspond  dans  G 
un  ensemble  de  A>  $  substitutions  distinctes  d'ordre  ^  o  (mod/?) 
et  ^  o(mod/>'). 

D'autre  part,  d'après  ce  qui  précède,  une  substitution  d'ordre /)•* 
figurera  une  fois  et  une  seule  dans  A  et  G;  si  U^  est  le  nombre  des 
substitutions  de  G  d'ordre/?-,  c'est  aussi  le  nombre  des  substitu- 
tions distinctes  de  G  d'ordre  p'-. 

La  considération  de  A  donnant  <1>  -h  W  =  -^  (/>* —  1),  on  voit 
que  G,  jiar  suite  G,  contient 


yj2  V 


sul)>litulions  distinctes  d'ordre  ^o(mody>).  c.  Q.  v.  n. 

Jicniaif/iiL'.   —  Gc  lemme  n'est  qu'une  exlension  de  celle  pro- 
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priété  due  à  Mathieu  (')  que  si  G  esl  d'ordre  ^o(mod/))  et 
^  o  (mod y?-), /?  étant  premier,  on  a 

où  I  +  /?/)  est  le  nombre  des  sous-groupes  de  G  d'ordre  p,  et  G 
contient  au  moins  (i  +  np)  {p  —  i)  ==  -^  (y?  —  i)  substitutions 
d'ordre  ^  o  (modp). 

Corollaire.  —  Dans  un  groupe  G  de  degré  p-  transitif,  et 
d'ordre  ^  o  (mod  />•'),  mais  >>  />-,  on  a  v  >>  i . 

En  effet,  si  v  =  i ,  et  si  H  est  l'ordre  du  groupe  H  des  substitu- 
tions de  G  laissant  une  lettre  donnée  de  G  immobile,  G  contient 

—  (y>-  —  i)  =  3C  (/>■-  —  i)  substitutions  d'ordre  ^  o  (mod/?),  c'est- 

P 

à-dire  de  classe/»-,  et  seulement  3C autres  substitutions,  ce  qui  est 

absurde,  puisque  G  est  transitif  et  contient  toujours,  en  dehors  des 

JC  substitutions  de  H  d'ordre  premier  à  />,  quelques  substitutions 

laissant  une  lettre  de  G  immobile,  par  suite  d'ordre  premier  à  /?, 

et  n'appartenant  pas  à  H. 

Théorème  II.  —  Un  groupe  primitif  Q  de  degré  N  =  p/^- 
{p  premier  impair,  p  premier  à  p  et  ^  i)  ne  peut  exister  si 
p</>2-i-i. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  I.  L'ordre 
(j  =  N3C  de  G  divise  N  (N  —  i),  l'ordre  3C  du  groupe  H  des  substi- 
tutions de  G  laissant  une  lettre  donnée  immobile  divisant  N  —  i , 
en  sorte  que  Cj  est  ^  o  (mod  /?-)  et  ^  o  (mod p^).  On  a 

On  ne  peut  avoir  n-2=  o,  sans  quoi  (-)  G  contiendrait  un  sous- 
groupe  invariant  d'ordre/>^(0  =  i  ou  2),  et  ne  serait  pas  primitif. 
D'après  le  lemme  précédent  G  contient  au  moins 

(1  -i-  rt]/)  -H  flîp'^  )  ( p- —  1) 


(•)  y.  de  Liouville.  iSGi. 

(*)  Ann.  Fac.  Sc.de  Toulouse,  i8c,6,  A.  17. 
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substitutions  d'ordre  ^  o  (mod  />),  par  suite  de  classe  N,  puisque 
une  de  leurs  puissances  est  d'ordre  /j,  par  suite  de  classe  ]N. 
Il  y  a  d'ailleurs  des  substitutions  d'ordre  diviseur  de  p  qui  sont 

de  classe  N,  et  N  —  i  substilutions  de  classe  N,  puisque  G  est 
primitif  et  de  classe  N  —  i .  Donc 

N  —  I  =  p/>2—  I>(l-H  «i/>+  TUp-){p-—  l)^(p^+l)(p-—l)=P'*—i, 

d'où 

p  >/>■-, 

c'est-à-dire 

Remarque.  —  Cette  limite  inférieure  peut  être  améliorée  dans 
une  foule  de  cas  :  en  elTet,  i  4-  «,/?  +  n.2p-  doit  diviser  p  (p/?-  —  i), 
et  est  égal  au  moins  au  plus  petit  diviseur  de  p  (p/»- —  i)  qui  soit 
^  1  (luod  p)  et  =/>-+  I .  On  en  conclut  : 

Théouîîme  II  bis.  —  Soit  G  un  groupe  primitif  de  degré 
N  =  p/»-  {p  premier  impair  et  premier  à  p  >  1  )  ;  c^e  classe  N  —  1 , 
si  I  -4-  np  est  le  plus  petit  diviseur  de  Ç,  et  a  fortiori  de 
p  (p/?-  —  i)  qui  soit  ^p--h  i  et  ^  i  (mod/?),  on  a 

^        i-h{i-^np)(p'-—i) 

On  en  déduit  des  corollaires  analogues  à  ceux  du  théorème  I  bis. 
Si  /•  =  A/j  +  1 ,  avec  À^/>,  divise  ?{pp'- —  i),  d'où 

û-( — ; — \  — p^o  (niod/-), 

p2(/ i)2_pX2==o  (mod/-), 

/•  divise  p-  —  z'k-  =  0(0  —  A-),  (p  >/?-)• 

CoROLL.viuE  1.  —  Si  le  nombre  ip  -{-  1  ne  di\'ise  pas  le  nombre 
p(p  —  i'^),  où  p  "^ p-,  /jour  une  au  moins  des  valeurs  p.,  p  -f-  1, 
.  .  . ,  A  de  i,  (A^/j),  on  a  n  ^X  -\-  i , 

.^  i-t-[i-4-(X-t-i)/?](p^-i) 
p^ 

CoiiKi.i.Aiii i:  11.  —  Si  o(^  >/'")  fi  es/  pas  égal  à  p-  \-  1 ,  on  a 
r.>p(p-\-  i). 


En  effet,  si  o(z — /)-)  n'est  pas  divisible  pnv  p- -\- i ,  d'après  le 
corollaire  précédent,  on  a  /i  ^/>  -f-  i , 

p/>2  >  I -4- (  I -4-/> -f- ^2  )  (Z'- —  I)  = />*  + />' — /> 
et 

Si  p(p  — p-)^  o  [mod(/>-+  i)]  et  p  =/>- 4-  /,  on  a 

p(p-/>2)s  (7^2-4- i  +  j-i)«=(i-i)i         [mod(/>2  +  ,)], 

et  si  f  >  I ,  />-  -f-  I   ne  peut  diviser  ^j{'j  — //-)  que  si  î^ p. 

Corollaire  III.  —  Soit  q  un  nombre  premier  de  la  forme 
41  -h  i,  a.  et  b  les  deux  racines  de  la  congruence 

^--^-i^o         (mod^). 

Sp  est  un  nombre  premier  d' une  des  formes  kq  4-  a  ou 
kq  +  b,  il  faut  p^p(p-\-i)^  quand  p  n'est  pas  de  la  forme 

Car  on  a  />- 4-  i  =  (4/*  +  2)^,  et  il  n'y  a  qu'à  appliquer  le  co- 
rollaire II. 

Et  ainsi  de  suite. 

Remarque.  —  Signalons  encore  que  les  théorèmes  I  et  II  per- 
mettent de  démontrer  très  simplement  qu'il  n'existe  aucun  groupe 
primitif  G  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N,  quand  N  est  d'une  des 
formes  /?^,  pq-,  P'^'i  où  p  et  q  sont  des  nombres  premiers  diffé- 
rents (*).  Ainsi  pour  N  ^p^q'-^  si  par  exemple/?  >  ^,  G  devrait 
contenir  au  moins  {p--\-  '^){p' — ^)^^P' — ^  substitutions  de 
classe  N,  ce  qui  exigerait/?^  —  i^N — i=p'-q'- — 1  ou  p%q^ 
contrairement  à  l'hjpothèse. 

ÏHÉorif;AiE  III.  —  Un  groupe  primitif  Q  de  degré  f^  =  0/?"*, 
et  de  classe  N  —  i  {p  premier  impair,  p  ^  i  et  premier  à  p)  ne 

peut  exister  que  si  p  >>  - — '■ — 


En  effet,  on  sait  que,  si  G  est   |iriinilif,  il  ne  peut  contenir  un 


(')  Tlicsc  de  Doctoral,  p.  58  et  i^uiv, 
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sous-groupe  invariant  d'ordre  ^o(modN),  puisqu'un  sous- 
groupe  invai'iant  de  G  est  transitif  (').  Par  suite,  si  p  >  i,  G  ne 
peut  contenir  un  sous-groupe  invariant  d'ordre /?^(r  £8^  m).  Dès 
lors,  d'après  la  formule  de  M.  Sylow  (-), 

où  n  >>  o,  p"^'^  étant  l'ordre  du  sous-groupe  des  substitutions  de  G 
permutables  à  un  sous-groupe  P  d'ordre/)'"  de  G  :  tous  les  sous- 
groupes  d'ordre />"'  de  G  sont  les  transformés  de  P  par  les  substi- 
tutions de  G,  sont  en  nombre  i  +  np,  et  toute  substitution 
d'ordre /?^(t  ^O^wi)  de  G  est  contenue  dans  l'un  d'eux;  leurs 
substitutions  déplacent  N  lettres,  et,  à  part  l'unité,  font  partie 
des  N  —  I  substitutions  de  classe  N  de  G. 

Or,  deux  groupes  P,,  Po  transformés  quelconques  de  P  par  G 
ont  en  commun  au  plus />"'"'  substitutions  dont  lunité.  Considé- 
rons alors  les  divers  transformés 

Pi,  Po,  .  .  . ,  Pi+np 

de  P  par  G  : 

P,  renferme/?"' — i  substitutions  d'ordre  diviseur  de  p'"  et  >  i  ; 
Pg  renferme  au  moins/?"'  —  /?"''  substitutions  d'ordre  diviseur 

de  />"'  et  ^  I ,  et  différentes  de  celles  de  P)  ; 
Pg    renferme     au    moins    p'" — z?"'^' — (/>'"""* — 0    substitutions 

d'ordre  diviseur  de  />"'  et  >>  i ,  et  différentes  de  celles  de  P(  et  Po  ; 

Pp+)   renferme  au   moins  /?"'  —  p{p"'~^  —  0 —  •  ^P  —  '   substi- 
tutions d'ordre  diviseur  de  /?'"  et  >>  i,  et  diflerentes  de  celles 

deP,,    ...,P;,. 

Donc,  G  renferme  au  moins 

(/)  -r- I  )/?'"  —  (/?'"-'—  1)/?^^^    _(^4_,)=  :^-±_l  [pm^p  —  .,] 

substitutions  dont  l'ordre  est  >  i  et  divise/?"'. 

Or  p  est  >  I  et  premier  à  p  ;  il  y  a  dans  G  des  substitutions  de 


(')  JoiiDAN,  Traité  des  Siihsl..  p.  \\ 
(•)  Lor.  rit. 
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classe  N  d'ordre  premier  à  />,  cl  il  faut 

N  — I  =  p/?'"—  I  >  ~ (/>'«-+-/>  —  2), 

doù 


?> 


C.   O.   F.   D. 


m. 

Grâee  aux  théorèmes  précédents  et  à  ceux  que  nous  avons  rap- 
pelés dans  le  paragraphe  I,  nous  pouvons  établir  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  IV.  —  Les  seuls  groupes  primitif  s  de  classe  N  —  i 
et  de  degré  N^  201  sont  ceux  de  degré  égal  à  /?"'  (/>  étant  pre- 
mier) et  sont  linéaires  à  indices  réels. 

En  effet,  d'après  un  théorème  connu  ('),  il  suffît  d'établir  que 
ces  groupes  ne  peuvent  exister  que  pour  les  valeurs  de  N  égales 
à/>"% /?  étant  premier.  D'ailleurs  nous  savons  déjà  que  ce  théo- 
rème est  vrai  pour  N  ^  i  o  i . 

La  décomposition  en  facteurs  premiers  des  nombres  N  compris 
entre  101  et  201  montre  que  les  seuls  de  ces  nombres  qui  ne 
pourraient  satisfaire  au  théorème  IV,  en  vertu  des  théorèmes  rap- 
pelés dans  le  paragraphe  I,  sont  les  nombres  120=2^.3.5, 
i44  =  3-.2'',  i56  =  2^.  3.i3  =  12.  i3,  l'jô  ^  2''.i  i .  Le  théorème  I 
permet  d'écarter  de  suite  la  valeur  IN  =  12. i3  =  1 56,  et  le  corol- 
laire III  du  théorème  I  6/5,  quand  on  y  fait  q  =  3, 

/?  =  n  ^ — I         (modo), 

donne,  si  p  ^.  i  (mod3),  p  ^  23,  ce  qui  permet  d'écarter  la  valeur 
N  =  2'.i  I  =  176,  pour  laquelle  p  =  16  ^-i-  i  (mod3). 

Examinons  spécialement  les  valeurs  N  ^  i  20  et  N  ^  144-  Nous 
nous  appuierons  sur  les  lemmes  suivants  : 

Lemme  III.  —  Dans  un  groupe  transitif  G,  d'ordre  (j'  =  N3C, 
de  classe  N  —  i   et  de  degré  N,  le  nombre  des  substitutions  de 

C)  Thèse  tic  Doctorat,  n.  5^. 
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classe  N  semblables  à  une  substitution  de  classe  N  <^e  G  est  un 
multiple  de  5C. 

En  effet,  les  substitutions  de  G  sont  toutes  régulières  ('), 
puisque  G  est  de  classe  N  —  i  ;  si  ^-  est  une  substitution  de  G 
de  classe  N,  par  suite  régulière,  cp  l'ordre  du  groupe  ^  des  substi- 
tutions de  G  échangeables  à  g^  ces  substitutions  sont  toutes  de 

classe  N,   et  o  divise  N,   en  sorte  que  7^0  (mod  5C),  g  ajant 

C  .    . 

d'ailleurs  exactement  -  transformées  distinctes   par  G.  Une  sub- 

? 

C 
stitution   o'',   semblable    à    o",   et  distincte  de  ces  —  transformées, 

C  '  c 

aura  de  même  par  G  -4  transformées  distinctes  et  distinctes  des  — 

?  ? 

précédentes,    avec  ^  ^  o  (mod  5C);   et  ainsi    de    suite.   Donc   le 
nombre  des  substitutions  de  G,  semblables  à  g^  est 

cp  (0  \cp  o  / 

Lemme  IV.  —  On  sait  que  dans  un  groupe  transitif  G  d'ordre 
Q  =  N5C,  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N  =  op  (p  étant  premier 
e;  p  >  I  et  premier  à  p),  on  <7,  diaprés  la  formule  de  M.  Sy- 
low,  C,'  =  pv(i  4-  hp),  et  G  renferme  (i  4-  lip){p  —  1)  substitu- 
tions d^ ordre  p,  toutes  de  classe  N. 

Lemme  V.  —  Tout  étant  posé  comme  au  lemme  IV,  si 

N  =  pl/^l  =  ?2/'2  =  .  .  .  =   ^kPk: 

où  p,  est  premier  à  pi,  p^  premier  à  p.,,  •  .  . ,   p*  premier  à  p^, 
cl P\i  Pi-,   '  •  •  1  Pk  premiers  entre  eux,  on  a 

{]  =  px'ni'i  -f-  lup\)  =■  •  •  =  T'A  v/,  (  I -+-  /np/,), 

d'après  la  formule  de  M.  S^■lo^v,  et  G  renferme 

h 
\^f  (////?,+  \)(pi—  1) 
1 

siiljstilulions  de  classe  N  et  d\)rdre  j>^ ,  />o,   .  .  . ,  pu- 

(')  On  remarquera,  en  effet,  que,  dans  un  groupe  de  classe  11,  les  substitutions 
de  classe  u  ot  m -f- 1  sont  régulières;  de  m(''mc,  les  subslitntitms  de  classe  m -(- i 
et  d'ordre  premier  p  >-  i. 
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Lkmme  VI.  —  Dans  un  groupe  G  cV ordre  Ç  =  N  JC,  où  5C  est 
un  nombre  premier,  N  =  p/)"*  (/?  premier,  p  >  i  e^  premier  à 
p),  la  formule  de  M.  Sylow  étant  Ç  =y>'"v(i  +  Zip),  oii  i  -\-  hp 
est  le  nombre  des  sous-groupes  de  G  d'ordre p"\  on  a 

I  +  A/?  =  o        (mod  JC), 
et  I  H-  hp>2  3t. 

En  effet,  sinon  on  aurait  v  ^  o  (mod  5C),  et  G  renfermerait  un 
sous-groupe  d'ordre  /("^v  contenant  H  (puisque  X  est  premier); 
H  ne  serait  pas  maximum  dans  G,  qui  ne  serait  pas  primitif  ('). 
Alors,  si  i -+- hp  =  3Ç.,  G  renfermerait  un  sous-groupe  d'ordre 
pfUy  -—  ^^  g^  serait  (-)  linéaire  et  de  degré  /)"'  et  non  ap'". 

i^  N  =  120  ^  2^  .3.5,  N  —  i^iig^-j.i-,  G  étant  suppose 
primitif,  on  a  N  =  /?3C  -+-  i,  avec  n^ii,  et  5C  diviseur  de  N  —  i  ; 
il  faut  donc  5e  =  7  et  {J  =  2^  .3.  5.7. 

D'après  le  lemme  IV,  (J  =  5v(i  -h  SA)  et  G  renferme  5/i  H-  i 
groupes  d'ordre  5,  (oh-\-  i)  4  substitutions  d'ordre  5,  et,  puisque 
5C  =  7,  d'après  le  lemme  III,    5/i  +  i   est  ^o  (mod  7)  et  divise 

Les  diviseurs  de  ce  nombre  de  la  forme  5h+  i  et  divisibles 
par  7  sont  21  ;=  3.7  et  56  =  7.  2^.  D'ailleurs 

(5A-i-i)4  <  N  —  I  =  119        et        5A  +  i<—  <3o. 

4 

On  ne  pourrait  donc  avoir  que  5/i  +  1  =  2  i ,  v  =  2''  =  8,  et  G 
renfermerait  (5/i  +  i)4  =  84  substitutions  d'ordre  5. 

On  peut  raisonner  de  même  sur  le  diviseur  premier  3  de 
N=i2o  :  (j"  =:  3v'(t -f- 3/i')  et  G  renferme  i-f-3/«'  groupes 
d'ordre  3,  et  (3/i'+  i)  2  subsliîulions  d'ordre  3.  avec 

(3//'-4- 1)2  =  o        (mo(l7), 

C 
d'après  les  lemmes  IV  et  VI  ;  3//-f-  1  divise  ^  :^  2'' .  5  . 7.  De  plus. 


{')  \\  .   Hyc.k,  McU/i.  Ann.,  l.  \\  et  Wll.  cl  nolic  Tlu-sc  de  Doctorat,  p.   iS. 
{')  Thèse  de  Doctorat,  p.  .5o. 
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d'après  le  lemme  V  appliqué  aux  nombres  premiers  3  et   5,   on  a 

84  +  2(3/î'+j)<i'io, 

d'où  3 A' -h  I  <^  1 8.  Il  n'y  a  qu'un  diviseur  3/i'+  i  de  2^ .  5  .'y  qui 
soit  ^  o  (mod 'j)  et  <^  i8,  c'est  7.  Or,  d'après  le  lemme  VI,  on 
ne  peut  avoir  3h'  -{-  i  =  3t,  et  l'on  n'a  pas  de  groupe  primitif  de 
classe  119  et  de  degré  120.  c.   q.  f.  d. 

2°  N  =::  i44  ^  ^'^  -3-,  N  —  i:^i43  =  i3.ii.  G  étant  supposé 
primitif,  IN  =  nJQ,  -\-  i,  avec  n^ii,  en  sorte  que  3t  est  égal  à  1 1 
ou  1 3 . 

a.  Soit  (j  =  i44'i3,  (j'  =  (3/+i)v.3-,  et  G  renferme  3/  -f- 1 
groupes  distincts  d'ordre  3-;  d'après  le  lemme  VI,  3t  étant  pre- 
mier, on  a  3  /  +  I  ^  o  (mod  1 3),  c'est-à-dire  que  3  /  +  1 ,  divisant 
2^ .  i3,  est  un  des  nombres  i3,  2-.  i3,  2'' .  i3. 

D'après  le  lemme  II,  G  renferme  au  moins  (3/-f- i)(3- — 1) 
substitutions  d'ordre  ^  o  (mod  3).  Ces  substitutions  étant  de 
classe  N  =  i44j  on  a 

(3/+i)(32  — i)  =  (3/  +  i)8<i44. 

d'où  3/+  I  «<  — ^  =  18,  ce  qui  exigerait  3/+  i  =  i3,  contraire- 
ment au  lemme  VI. 

b.  Soit  (j  =  i44«  '  I  •  G  =  (3^  -t-  0'''*3"i  et  G  renferme  3/-f-  i 
groupes  d'ordre  3-;  d'après  le  lemme  V'I,  3C  étant  premier,  on  a 
3/-I- I  ^  o  (mod  I  i),  c'est-à-dire  que  3/-f-i  divisant  2^ .  1  i  est 
un  des  nombres  2 .  1 1  ou  2'' .  i  1 . 

D'après  le  lemme  II,  on  a  encore  3/-i-  i  <;  18,  en  sorte  que  G 
ne  peut  exister. 

On  n'a  donc  pas  de  groupe  primitif  de  classe  i43  et  de  degré  1 44- 

c.    Q.    F.    u. 
Le  théorème  IV  se  trouve  ainsi  comj)lètcmenl  établi. 
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COMPTES  REi>DyS  DES  SÉANCES, 

SÉANCE   DU  3   FÉVRIER    1897. 

PRÉSIDEXCE  DE  M.  PICAUD. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  runaniniitô,  membres  de  la  Société  :  M.  Dumont, 
présenté  par  ^LM.  Laisant  et  Bioche;  M.  Nicollier,  présenté  par 
MM.  RafFj  et  Dumas;  M.  Cabrcira,  présenté  par  MM.  Laisant  et 
d'Ocagne. 

Commuiïications  : 

M.  Picard  :  Développements  en  séries  des  intégrales  des  sys- 
tèmes d' équations  dijférentielles. 

M.  Duporcq  :  Sur  les  barycentres  des  surfaces  parallèles. 

jM.  Félix  Lucas  communique  la  Note  suivante  : 

Note  relative  à  la  théorie  des  nombres. 
Considérons  le  polvnôme 

o„,  =  (  .r  -f-  y  )'"  —  x"'  —  }-'" , 

en  supposant  l'exposant  m  premier  et  impair. 
On  a,  identiquement,  les  formules  particulières 

03  ^    ixyix-^y), 
05  =    jxy{x  '+-y)ix^-  +  xy  -^y^-), 
(i)    .  07  =    -;xy{x-\-y){x''-^xy+y'-y-, 

»,,==  Il  xy{x-i-y){x-^  -\-  xy  -^y^)  [{x'^^xy^y^-)-^+x^y^-{x-^yY], 
çp,3=  \'ixy{x^y){x^--\-xy-\-y^y-[{x^-^xy-^y^)'^->r-ix'^y^{x-^yY'\. 

On  a  aussi  les  formules  générales  : 

1"   Pour  m  :=:  Oik  —  I ,  l'entier  k  élanl  supérieur  à  3, 

.   G,,,  =:  inxy{x  -h  )•  )Cr2-f-  xy  ^y-  i 

(■i)  \  \  'JL=1  1 

(  x\{  x''- +  xy -\- y^' )  -    -r- r2^--(.r -^  r  i-U  |. 

XXV.  3 
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U  étant  un  polynùnie  homogène  du  degré  m  —  i  i,  dont  la  valeur 
pour  /;?  =  !-  est 

U  =  j  ix'^ -hy^)  -+-  rj  xy  {x'* -\- y'*)  -t-  3i  x^y''-{x^-\-y-)  -h  87  x^y^  ; 

2"  Pour  m  =  (Six  -r-  I,  l'entier  A  étant  supérieur  à  2, 

,   o,„  =  m  xy(x-\- y  )  (  .r^  -+-  xy  +  j2  )2 


X  [(  x2  -4-  j-j  -i-  y"-  )    2    _i_  372 j>.2  (  ^  _|_  j,  )2  vj  _ 


V  étant  un  poljnôme  homogène  du   degré  w  —  i3,  dont  la  valeur 
pour  /??  =:  19  est 

V  =  7  ( 37"  +  y^ )  -^  ï I  xy  {x''^ y'*)  -t-  45  x'-y- ( x- -^-y- )  -t-  55  x^y'^. 

La  démonstration  de  ces  formules,  que  je  crois  nouvelles,  ne 
présente  aucune  difficulté  sérieuse. 

Elles  conduisent  immédiatement  au  théorème  suivant  : 

Théorèmk.  —  Désignons  par  m  un  exposant  premier  impair 
et  par  x  et  y  deux  entiers  premieis  entre  eux  et  eonsidérons  le 
binôme  .r"'  -\-  y'"  ■ 

Si   (x  +  t)  est  premier  (n-ec  m,  il  est  j)remior  .aussi  avec 

y  -^x 
Si  (x  -h y)  est  divisible  par  m ,  le  produit  m[.c  -\-y)  est  pre- 

mier  avec — • 

m{x  ^y) 

Voici  un  corollaire  de  ce  lliéorème.  Si  riMunilion 
.7/"  -^ yiit  —  z'" 

était  r('s<)lu(!  en  nomhies  cnlici's,  on  aiiiiiil  iK'ccssaircincnl  : 

1"  Si  aucun  des  binômes  premiers  entre  eux  x  -h^\  :■  ■ — x  el 
z  —  r  n'était  divisible  par  />>, 

i    f  -r  y    -  a'".         .:       -^A, 

(4)  -  _.r    ^  'yn^         J'-[1H, 

\    z       y  -  Y'",         ./•  -^  vC, 
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a,  [i,  Y,  A,  1^,  G  élanl  six  noinbies  premiers  eiiLre  eux  deux  à 
deux. 

2"  Si  un  des  hinômes  dont  il  s'agit,  soit,  par  exemple,  ix  -\- y)-: 
était  un  multiple  de  ni^ 

X  -+- y  =  /«'"-'  a'"         z  ~  ni'xX 
(5)  }  z  —x^  |3'«  r  =  ?B 

/«a,  |3,  Y,  A,  B,  C  étant  six  nombres  premiers  entre  eux  deux  à 
deux. 

Mon  savant  ami,  M.  Jordan,  membre  de  Tlnstitul,  auquel  j'ai 
communicfué  ces  formules  (4)  et  (5),  m'a  appris  qu'elles  étaient 
déjà  connues  de  lui. 

M.  Emile  P1CA.11D  adresse  la  Note  suivante  : 
Remarques  au  sujet  d'une  Communication  récente  de  M.  I.  Bendixson('). 

Je  viens  de  lire,  dans  le  dernier  Cahier  du  Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  une  inléressahte  élude  de  M.  Bendixson  relative 
à  l'existence  de  l'intégrale  de  l'équalion 

àz         dz    .^ 
âx        dy 

quand  on  ne  suppose  pas  que  la  fonction  /{x,  y)  est  analyli(|ue. 
Je  me  permets  de  faire  remarquer  que  je  me  suis  occupé  de  la 
même  question  à  la  fin  d'une  Note  relative  aux  méthodes  d'ap- 
proximations successives,  qui  a  été  insérée  par  M.  Darboux  dans 
le  tome  IV  de  ses  Leçons  sur  la  Géométrie  des  surfaces  (p.  353), 
et  imprimée  en  juin  iSgS.  La  méthode  que  j'ai  suivie  diffère  d'ail- 
leurs de  celle  du  savant  "éomètre  de  Stockholm;  aussi  son  article 
conserve-t-il  tout  son  intérêt. 


('  )  Annexe  au  [)roccs-vcrbal  de  la  séance  du  3  février  (  Noie  reçue  le  8  février). 
Le  travail  de  M.  Bendixson  a  été  présenté  à  la  Société  dans  la  séance  du  5  fé- 
vrier i8g6.  I>es  Notes  qui  coniplélent  le  quatrième  \olunie  de  l'Ouvrage  de 
.M.  Darboux  ont  paru  en  mai  i8(j6.  \Iicd.\. 


-  36 


SÉANCE   DU    17   FÉVRIER    1897. 

PRÉSIDKNCE    DE    M.    d'oCAGNE. 

Communications  : 

M.  Grévy  :  Sur  les  équations  fonctionnelles  a^'cc  second 
membre. 

M.  d'Ocagne  :  Construction  de  la  conlcjue  osculatrlce  en  un 
point  d'une  courbe  plane. 

M.  Raffy  :  Sur  une  transformation  analogue  aux  transfor- 
mations de  contact. 

M.  Goursat  adresse  un  Mémoire  Sur  une  équation  aux  déri- 
vées partielles. 

M.  d'Ocagne  présente,  de  la  part  de  M.  Greenliill,  un  sté- 
réoscope et  une  collection  de  diagrammes  stéréoscopiques.  Ces 
figures  permettent  de  voir  en  relief  des  exemples  de  chaînette 
sphérique  et  de  courbe  gjrostalique,  choisis  dans  les  cas  où  leur 
détermination  a  été  obtenue  par  M.  Greenliill  au  moyen  des  inté- 
grales pseudo-ellipliques. 


MÉMOIRES  ET  COMMUMCATIOAS. 


SUR  UNE  ÉQUATION  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 
Par-    M.    Iv    GouiisAi'. 

1.    L'é(Hi;ili(ui  A\\\  i|(''n\('('s  |ku  licllcs  du  second  ordre 

(0  x'^       iÀ(-r.  J  )/"7  =  ". 

où  'hix^y)  est  une  fouLiion  (|uolc()n(|U('  de  x  et  de  i\  |)cul  se  ra- 
mener, |)ar  une  Iranslormalion  simple,  à  une  é(|uali()n  liru-aire 
rpii  se  r,ip|iioclie  des  ('(|ualions  ;"i  in\;irianls  ('-gaiix.  Posons 

p  -  II"-,         <i  -  t'-; 
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réqualiou  (i  )  nous  donne 


(?J 


f    —   =  \/hU. 


et  réliniinalion  de  v  entre  ces  deux  relations  conduit  à  l'équation 
linéaire 

à- u  I   ()\o"X  du       , 

(  3  )  -r—^ -^ lu^O. 

dx  dy        2       dx      dy 

Si  u  est  une  intégrale  de  l'équation  (3  ),  on  en  déduira  une  inté- 
grale de  l'équation  (  i)  par  une  quadrature 


=    /  u-  dx  H-  -  (  -T—  1  dy, 
J  '•  \ày/    -^ 


et  Ton  obtiendra  ainsi  toutes  les  intégrales  de  celte  équation. 
Lorsque  la  fonction  Â(j:,  >■)  est  réelle,  à  toute  solution  réelle  de 
l'équation  en  u  correspond  une  solution  réelle  de  l'équation  en  z: 
si  u  est  de  la  forme  i  f(x^  y)^  f(x^  y)  étant  une  fonction  réelle, 
z  est  encore  réelle.  D'ailleurs,  à  toute  intégrale  réelle  de  l'équa- 
tion en  2,  correspond  une  fonction  u  qui  est  réelle  ou  qui  est  de  la 
forme  i .f{x\  y).  En  remarquant  que,  quand  on  change  u  en  ?'w, 
:;  se  change  en  —  r.  on  en  conclut  que,  pour  avoir  toutes  les 
intégrales  réelles  de  léquation  (Ti,  il  suffit  de  connaître  toutes  les 
intégrales  réelles  de  l'équation  (o  i. 

Les  invariants  de  l'équation  (3)  ont  pour  valeurs 

A  =  X  A-  =  -  1  ^l^-l    ■   X  • 

'  2     dx  dy  ' 

les  invariants  de  l'équation  (E,),  obtenue  en  appliquant  à  léqua- 
tion  (E)  la  transformation  de  Laplace  ;/i  =  — ;?  ont  pour  valeurs 

/?,  ^■y.h  —  k ^ — ^^—  =  k.  Ai  ^  h. 

dx  Oy 

Ils  sont   donc  égaux  à   ceux  de   l'éqnalion   (  I'.)  piis   dans   l'ordre 
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inverse  ;  en  d'aulres  termes,  l'équation  adjointe  de  l'équa- 
tion (E)  a  les  mêmes  invariants  que  l'équation  (E|)  qu'on  dé- 
duit de  (E)  par  V application  d' une  des  transformations  de 
Laplace. 

Si  la  suile  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E)  se  termine  dans 
un  sens,  du  côté  des  indices  positifs,  par  exemple,  après  n  trans- 
formations, on  sait  que  la  suite  relative  à  Féqualion  adjointe  ou  à 
l'équation  (E|)doit  se  terminer  du  côté  des  indices  négatifs  après 
n  transformations  également;  comme,  après  une  première  trans- 
formation appliqué  à  (E,),  on  retrouve  (E).  on  en  conclut  tpie  la 
suite  de  Laplace  relative  à  (E)  se  termine,  du  côté  des  indices 
négatifs,  après  n  —  i  transformations. 

Toute  équation  linéaire  (E)'  qui  est  telle  c|ue  l'équation  (E|) 
cju'on  en  déduit  par  la  première  transformation  de  Laplace  ait  les 
mêmes  invariants  que  l'équation  adjointe  de  (E),  peut  se  ramener 
à  une  équation  de  la  forme  (3).  En  effet,  en  cliangeant  u  en 
K(,r,  j>')«,    on   peut    toujours    ramener   léquation    linéaire  à    la 

forme 

ù-  u         ,  du 

b  —  -^  eu  —  o  -^ 


dxùy  dj 

les  invariants  ont  les  valeurs  suivantes  : 

db 
h  =  —  c,  '^  =  ^ c, 

tandis  (\uc  les  invariants  de  la  transformée  (E,)  sont 

h    =  —  c——  —  ^"  '"^^  ,  ^   —  _  c 

Oy         Ox  Oy 

Pour  que  les  invariants  A,  cl  /. ,  de  cette  équation  soient   itlen- 
li(juesaux  invariants  /.    et  //    de   ladjoinle.  \\  >>uriira   (pu-   l'on    ail 

// ,  =  A" .  ou 

ôb  0-  lopc 

f)y  Ox  Oy 

1  ('qncilMMi   'lui!  ddiic  èlic  i\i'  la  foiinc 

O'-ii  /  I   0  \(>iir        V  \  *'" 

Or  Oy       y  li      àx  )  Oy 


X  ,l> 
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cL  il  siifCil  (1  y  remplacer  u  par  i/e'  '"  <'l  c  par  —  /,  pour  re- 

trouver léqualion  (3). 

12.  Atonie  écpialion  de  la  fornie(3),  intégrable  par  la  méthode 
de  Laplace,  coriespond  ainsi  une  équation  (i)  qui  s'intégrera  par 
des  quadratures.  La  détermination  des  valeurs  de  À  pour  lesquelles 
il  en  est  ainsi  revient,  d'après  ce  qui  précède,  au  problème  sui- 
vant :  Trouver  toutes  les  suites  de  Laplace,  terminées  clans  les 
deux  sens  et  composées  d'un  nombre  pair  in  d'écjuations,  telles 
que  deux  équations  à  égale  distance  des  extrêmes  aient  les 
mêmes  invariants  disposés  dans  V ordre  inverse.  On  peut  obtenir 
la  solution  de  ce  problème  par  des  considérations  analogues  à 
celles  dont  s'est  servi  M.  Darboux  pour  obtenir  toutes  les  équa- 
tions à  invariants  égaux,  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  ne  con- 
tient qu'un  nombre  fini  d'équations.  Il  faut  se  servir  d'équations 
difTérentielles  linéaires  à  une  seule  variable  indépendante  et 
d'o/rlre  pair,  équivalentes  à  leur  adjointe,  au  lieu  des  équations 
d'ordre  impair  qui  interviennent  dans  le  problème  traité  par 
M.  Darboux. 

Lorsque  l'équation  (3)  est  intégrable  par  la  méthode  de  La- 
place, l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  appartient  à  la  pre- 
mière classe  d'Ampère,  ainsi  (piil  résulte  du  théorème  général 
suivant  : 

Si  l'expression 

où  X  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  Y  une  fonction  arbi- 
tra i/e  de  y,  et  où  cp  et  6  jcnferment  X  et  Y  et  leurs  dérivées 
jusqu'à  un  ordre  déterminé,  est  une  différentielle  exacte 
pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions  X  et  Y,  on  a 

fo  (ix^6dy  =   I  F(x,\,\.  ....\<-i>)dr-^  1  F,(j',  Y,  Y',  ....\i'\</r 

^  Fi(.r.  y.  \ \  /'-!',  ^.  Y',  ...,  Y  Z'-''), 

F  ne  renfermant  ijue  ./',  X,  \',  .,.,  \'/'  ;  F,  ne  renfernmnt 
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que  -)-,  Y,  Y',  .  .  .,  Y^/'\  et  Fo  étant  une  fonction  délerniinée 
des  variables  qui  y  figurent  ('). 

Supposons,  pour  fixei'  les  idées,  que  les  dérivées  de  Tordre  le 
plus  élevé  des  fonctions  X,  Y,  qui  figurent  dans  cp  et  <!/  sont 
celles  d'ordre  /?,  de  telle  sorte  que  l'une  des  dérivées  1sJ-p\  \^p^ 
entre  dans  lune  au  moins  des  fonctions  (p  et  'i>,  mais  qu'il  n'v 
entre  aucune  dérivée  d'ordre  supérieur  à  p.  Par  hypotlièse,  on 
doit  avoir,  pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions  X  cl  Y, 


en  posant 


do         d-l 

t 

dy        dx  ' 

do         do        do 
d^-  dj^^d\      "" 

d^        à^        à'b     , 
dx  ~  dx    '    d\' 

d'I      ^,,            dij    ^.,      ,, 

on    voit    que  -p-  ne   contient   pas  \f/J+')   cl    que  --  ne    contient 
pas  X  /''^''.  11  faudra  donc  que  l'on  ait 

do  d^ 

—      =  o —    :=  o 

dY'/»'         '  tyX'A' 

c'est-à-dire  que  '^  ne  contiendra  les  dérivées  de  la  fonction  Y  que 
jusqu'à  celles  d'ordre  p  —  i  au  plus,  et  de  même  ■]>  ne  contiendra 

les  dérivées  de  X  que  jusqu'à cel  le  d'ordre />  —  i  au  [)lus.  Alors  -p-  ? 

et  par  suite    /  ?  doit  être  une  fonction  linéaire  de  X'/".  On  doit 
dy 

donc  avoir 

do\ 


'^^^^l 


[{d\'p))y- 


—  o, 


(')  La  proposition  s'étend  sans  (lif(iriiltc  aux  expressions 

•f ,  (/j:,  h   'f ,  dx^  -t- . . .  -!   'f  „  fZ-r,,, 

où  s,.?,,  . . .,  9„r  cnfcrnicnl  «fonctions  arl»ilraiirs  \,.  \  ,  • .  • .  \„  «le  x^,x^,  ..., 
.r„  icspccliveincnl,  et  liiiis  di-rivées  en  nombic  (if)i,  i|iii  ^oiil  «les  (lillércnlielies 
totales  exarlcs  i)oiir  (niiii-s  h-i  ri)rini"^  pnssiliU*  (le>  fnticlinns  jirliid aiies. 
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ou,  ce  cjui  revicnl  au  int-mc, 


ce  qui  montre  que  rjy  5,  ^^'^  indépendant  de  j',  Y,  \',  . .  . ,  \^P    ", 

On  en  déduit  que  '^  est  de  la  forme 

ç  =  «ï'(r,  X,X',  ...,  X'/'  )  +  *i(^,7,X,  X',  ...,  X'/'-'>.Y,Y',  ...,Y'P-")X'P' 
-+-*2(:r,7,X,X',  ...,X'/^-i',  Y,  ....  Vp-"), 

et  l'on  démontrera  de  la  même  façon  que  ■.!/  doit  être  de  la  forme 

.i  =  il'(j,Y,Y',  ...,Y</^')^T,('.r,j',  X,X',  ...,X/'-i',  Y,  Y',  ...,  Y'-z'-i' j  Y'/'> 
+  T,(^,j,X,X',  ...,X'/'-",Y,  ...,Y(/'-"). 

Le  coefficient  de  \.^p'>\'^p^  est  ,..,     ,,  dans-^,  et -^rr—-- dans  y-; 
on  doit  donc  avoir 

c^Y'/^-"  ~  ()X' /'-!)' 

ce  qui  montre  que  <ï>,  et  *f',  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport 
à  X  (/*""  et  Y'/'~'^  respectivement  d'une  fonction 

U(ar,  j,  X,  X',  ...,  X'/^-",  Y,  Y',  ...,  Y'/^-")  =  T^i^X 7^-"  +  T,cA"/>-". 

La  différentielle  totale  de  cette  fonction  U  a  pour  expression 

'^'^  =  U-^^^-^----"5x<7^'^"'~'r-^ 

\dy        ô\       ^"-^  dXP-"-'  )    ^ 

~[-^i\'P>dx  -\-  M",  Y /''(/)-, 

cl  l'on  jjeut  écrire 

/  'sdx  -^•\idj  —  I  4>dx  -^  I  ^Vdy  H-  U  h-   /  oj  dx  +  "^i^J". 


en  posant 


■^,  =  ^%-U^  -^-^Y 


^x<.-.)j, 


^Y^/'-î 


\d_y         d\  "  d\^P 

Remarquons  maintenant  que  cp,  dx  -h  'y'i  dy  doit  être  une  diffé- 
rentielle exacte  pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions 
arbitraires  Xet  \,  et  que  es,  et  'li  ne  renferment  les  dérivées  de 
ces  fonctions  que  jusqu'à  Tordre  p  —  i  au  plus.  En  répétant  les 

mêmes  opérations  sur  /  o^  dx  -{-  'IfC/y,  et  poursuivant  l'applica- 
tion du  procédé  autant  de  fois  qu'il  est  possible,  on  finira  par 
arriver  à  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


Îp(^-,J'',^)d-^  -+-  '\>/> ( ^,  y,  Y )  dy. 


OÙ  l'expression  Opdx  -\-  'Ipdy  doit  être  une  différentielle  exacte 
pour  toutes  les  formes  possibles  de  X  et  de  \  .  On  doit  donc  avoir 

dy         àx  ' 


—  > 


or  ':^p  ne  contient  pas  Y,  il  doit  donc  en  être  de  même  de   -y- 

c'est-à-dire  que  'Ip  est  de  la  forme  P(j',  V)  -f-  ^{jc-iX)- 

On  voit  de  même  que  ■:>p  doit  être  de  la  forme  M(.r,  X)  -h  N  {x,y), 

,  1-  •        !••      ,       1  -i-    -   I      •         t>N       àO 

et  la  condition  d  intesrabilite  devient  —  =  — -• 
^  oy        Ox 

L'inté;L;ralc  en  question   peut   Anne  s'écrire 

I  o,,f/x  -+-  6,,./r  =  fM(-r,  X)f/.r  ^  fl'(y,  \')'/y  "^  f^dx  -^  Qdy. 

Kii   r('unissaiil    Imis  les  résultiit^.  obtenus,  on  obtient   bien  |)oiii' 
l'inlégi'ale  /  '^dx  -\-  'Idv  um-  cxpressioM  de  bi  foriiir  iimioncée. 

firmni  iiur .    —    Si   Ion   siippo-;e  rpic  les  fonctions  :;  et  'l  soient 
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linéaires  par  rapport  aux  fondions  X,  \  et  à  leurs  flcrivées,  on 
retrouve  le  tlicorème  démontré  par  M.  Darboux  ('),  et  qui  est 
d'un  grand  usage  dans  Tétude  des  équations  linéaires.  En  elTet, 
les  fonctions  o  et  'b  sont  alors  de  la  forme 

^  =  C0X-+-C1X'  — ...-i-C/,-,X7'-i'4-DoY-+-D,Y'-}-...  -T-  D,,\'P\ 

A/,  B,,  C,,  D(  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  j- ;  si 

l'on  pose 

U  r=  ApX(/'-i'^D/,Y7'-i\ 

on  peut  écrire 

I  odx  -i-  'l dy  =  U  —  loidx-r-'li  dy , 

C5,  et  'l\  élanl  dos  expressions  de  même  forme  que  'J  et  ■!/,  qui  ne 
renfernjent  plus  que  les  dérivées  de  X  et  de  \  ,  jusqu'à  l'ordre />  —  i 
an  plus.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  expression 

a  X  dx  -+-  h  Y  dy, 

qui  devia  être  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  formes 
possibles  des  fonctions  X  et  Y,  ce  qui  exige  quert  ne  dépende  que 
de  la  variable  x,  et  que  b  ne  dépende  que  de  la  variable  r-  Si  ces 
fonctions  ne  sont  pas  nulles,  on  fera  disparaître  tous  les  signes  de 

quadrature,  en  remplaçant  X  par  — !-  et  \  par  -p,  X,  et  ^  ,  dési- 
gnant deux  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  x  et  de  y  respec- 
livemenL 

3.   Lorsque  la  fonction   ')Jx.y)  est   de  la  forme  A=  ^^ — -^> 

k  désignant  une  constante,  les  équations  (i)  et  (3)  deviennent  res- 
pectivement 


(«y 


(3)' 


,v2  -  -AJilfL^  =  c 

du 
ô-  u  dy  ku 


dxôy        3C  +  y        {x->ry)- 


(  '  )  Leçons  mir  In   Thcmic  f;éncroIe  des  surfaces,  t.  IT,  p.   i' 


si  Ion  forme  la  suite  de  Laplace  relalive  à  l'équalion  (3)'  du  côlé 
des  indices  positifs,  on  trouve  que  les  invariants  successifs  ont 
pour  valeurs 


k  —  A  k  —  n'- 


(T-^jf-     {x-^yr^     yjp^-rr  {^-^rï- 

Pour  que  la  suite  soit  limitée,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  cela, 
que  k  soit  le  carré  cVun  nombre  entier. 

Examinons  les  cas  les  plus  simples.  Si  A- =  i ,  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (3V,  est 

on  a  ensuite,  d'après  les  formules  (2), 

du       ^,,       X  — Y 

dy  ^  -^  y 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(5)  .=  -1^ 

ar-f-7 

est,  d'après  cela. 

Si  l'on  applique  à  cette  expression  le  théorème  général  qui 
vient  d'être  démontré,  on  trouve  qu'elle  peut  encore  s'écrire 


X  ->!-y         J  .  / 


\\)\\r   fiiire    disj)araîlic    les    f|ua(lraluri'S,    \\    sulfira    d  iiilrodiiire 
dfiix  nouvelles  variables  in(lé|)eudanl('s  y.  et  [ii,  en  p(js;uil 
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ce  qui  nous  donne 

X   —  /  X'  dx  —       y.    'i"'(  ajf/a  =  x  çp'i  a  i  —  'i'(%), 

I  X'^dT=   /  a-'i."7a Wa  =  a-ç."i  a  I  —  oz'iïa j -f- açpfx), 
et  de  même 

L'intégrale  générale  de  léquation  (5)  est  donc  représentée  par 
les  formules 

i  _  [ g-y ( g)  —  cp'( g )  —  3y (  3 )  +  'l'{?)Y 

\  o"(g)-+-.y'(3') 

a  et  |3  étant  deux  paramètres  variables,  '-2  et  'l  deux  fonctions  arbi- 
traires. On  remarquera  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation 
contient  explicitement  les    deux  fonctions  arbitraires,   sans  que 
celle  équation  appartienne  à  la  classe  étudiée  par  M.  Moutard. 
Lorsque  k  =^  4-  1  intégrale  générale  de  l'équation  (3)  est 

iX'  6X  2  Y'  6  Y 

M  =   X 


el  la  valeur  correspondante  de  r  est 

x~nyOu_     ,         4Y'  6Y  2X'  6X 


L'intégrale  générale  de  l'équation 

x-i-y 
est  donc  représentée  par  la  formule 

z  =  I  lûdx  -^  i-^(fv. 


-/• 


—  i6  — 
qui  devient,  en  appliquant  le  théorème  général. 


z  =  fx"^  clx  +  [X""-  dy 


X'2--Y'2  XX'+\Y'        iX'Y' 

4 h  1 1 H 

x-\-y  {x^y)^        x^y 


XY'+X'Y  (X  — Y)2 

{x-^yY  {x-\-yY 

Je  citerai,  comme  autre  exemple  d'équation  à  laquelle  on  peut 
appliquer  la  transformation  précédente,  l'équation  s-=z^pq,  qui 
a  été  rencontrée  |)ar  M.  Thomas  Craig  dans  certains  problèmes  de 
la  théorie  des  surfaces,  et  que  l'on  ramène  ainsi  à  l'équation  bien 


connue 


OxOv 


A.  La  transformation  qui  vient  d'être  étudiée  peut  être  ratta- 
chée à  une  question  plus  générale.  D'après  la  façon  même  dont 
nous  avons  obtenu  l'équation  (3),  si  nous  posons 


I  / du\- 
nous  avons  l'identité 


M  =  KI)'    ^ 


dM        d'S  _  1   du  /  à- Il  1   dlosX  Ou        , 

dx         dy         À   dy  \dxày        -.i       ôx      dy 

l*our  abréger,  convenons  d'appeler  multiplicaleur  d'une  équa- 
tion linéaire 

d2-  dz        ,  dz 

(  8  )  F  (  ô  )  = -i-rt- 1-6-; \-  cz  =  o 

Oxdy  dx  dy 

toute  fonction  'x  renfermant  les  variables  jc,  y,  ;,  et  les  dérivées 
partielles  de  r-  jusf|u'à  un  ordre  quclconipie,  Icllc  cpie  le  pro- 
duit 'j.F(^)  soit  de  la  forme 

^''^'^=-dx-^dy' 

M  et  N  étant  également  des  fonctions  d('lcrrnin(''('s  de    ''.V,  :■•,  el 

des  dérivées  partielles  de  r-   par  rappoil  à  ./•  cl  à  r.  iNous  vovons 

y.  du  I  •    1  •  1  •  .  •        I  •     '    •         -j  \ 

(lue  -  —  est  un  niullilHieatcnr  pour  I  cmiiiiIidii  liniMirc  (.)). 
'        /.   ily  '  '  '  ^     ' 

i'.laul    (lonm'c    iiiir    ((nialion    lintMiir    (|iirl('uii(pn'  [i^),   on   sait 


qu  il  exisle  loujouis  une  iiidnllé  de  niiillIplieaLciirs  ii(x,y)  ne 
renfermant  que  les  variables  indépendantes  x  et  j  ;  pour  que 
u{.x,j-)  soit  un  multiplicateur  de  F(5),  il  faut  et  il  suffit  que  u 
vérifie  une  équation  linéaire  de  même  forme,  qui  est  dite  équa- 
tion adjointe  de  la  première 

,     ,  „       ,         d-  u  du        ,  du        I  ()a        db  \ 

(  q  )  (j  (  ii  )  = —  a- b i-  (  c ]u  =  o. 

OxOy  Ox  ôy        \  f)x        Oy  ] 

Si  les  coefficients  a^  />,  c  de  l'équation  (8)  sont  quelconques, 
on  reconnaît  aisément  qu'il  n'existe  pas  d'autres  multiplicateurs 
que  les  fonctions  u{x,y)  qui  satisfont  à  l'équation  adjointe.  Sans 
vouloir  entrer  ici  dans  l'étude  détaillée  de  cette  question,  nous 
montrerons  comment  on  peut  prévoir  a  priori  l'existence  de  cas 
très  étendus  où  il  existe  des  multiplicateurs,  renfermant  non  seu- 
lement les  variables  x  et  j',  mais  aussi  z  et  ses  dérivées,  jusqu'à 
un  ordre  aussi  élevé  qu'on  le  veut. 

Rappelons  d'abord  l'identité 

dm       cJN 
(10)  u¥{z)~zG{u)=  —  -^ —, 

dx        ày 


ou  1  on  a 


pose 


M                      i  /     dz  du  \ 

M  =  auz  ^  -  {  U  -, z  -— -     ) 


_,      .  ,              i  /     dz  du\ 

?\  =  buz  -{ —  {  u  -: 


2  \     ày  dy  ) 

i  /   ^  _  -  'h^\ 

2  \     dx        ^  dx  J 

Sup|)osons  que  l'équation  proposée  F(:;)  =  o  soit  telle  (pie  Ion 
puisse  passer  de  cette  équation  à  son  adjointe  par  une  de  ces 
transformations  (ni,  n),  étudiées  si  complètement  par  M.  Darboux. 
En  d'autres  termes,  supposons  que  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (())  est  donnée  par  la  formule 

dz  d"'z  dz  -,    d"z 

^     ^  dx  dx'"  dy  dy" 

A,  B,,  ...,B,„,  C|,  . . . ,  C„  ('lant  des  fonctions  d(''lerminées  de  .r 
et  de  r  et  ::  l'intégrale  générale  de  l'équation  F(3)=  o.  Si  l'on 
substitue  l'expression  préccklente  à  la  place  de  i/  dansCi(;M,  le 
résultat  devra  être  identiquement  nul,  punr\u(|ue  c  vérifie  l'équa- 
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tion  F(;)  =  o;  on  aura  donc,  en  supposant  ;/  remplacé  par  l'ex- 
pression (i  i),  une  idenlilé  de  la  forme 


(vz) 


les  coefficients  a  et  '^ik  ne  dépendant  que  de  x  et  de  y.  Si  Ton  fait 
la  même  substitution  dans  l'identité  (lo),  on  arrive  à  une  nouvelle 
relation  de  la  forme 

(.3)  a'F(.)+;^  p;-,  ^— ^  =  5^  +  57' 

P,  Q  a',  '^'■f^  renfermant  j:,j  et  :■  et  les  dérivées  partielles  de  z. 
Maintenant,  une  suite  d'intégrations  par  parties  permet  de  ne 
laisser  dans  le  premier  membre  que  des  termes  divisibles  par 
F(^).  Par  exemple,  si  i  est  positif,  on  peut  écrire 

et  l'on  a  une  formule   analogue  pour  diminuer   l'indice  k  d'une 

unité.  En  continuant  ainsi  et  en  faisant  passer  toutes  les  dérivées 

dans  le  second  membre,   on  finira  par  arriver  à   une  identité  de 

la  forme 

nF(z)  = h  —  » 

i)x         Oy 

jjL  pouvant  contenir  les  dérivées  partielles  de  z  jusqu'à  un  ordre 
quelconque,  pourvu  que  m  et  n  soient  assez  grands.  Celte  fonc- 
tion [X  est,  d'après  l'identité  finale,  un  multi|)licatcur  pour  l'équa- 
tion F(;;)  =  o. 

On  retrouve  la  transformation  considérée  au  début  do  ce  travail 
en  supposant  que  la  transformée  (E()  de  l'équation  (8)  a  les 
mêmes  invariants  que  l'adjointe  de  cette  équation;  on  |)eut  alors 
passer  de  l'équation  (8)  à  son  adjointe  j)ar  une  Iransfoinialion  de 
la  forme 

„  ^  A^  -hBs. 


i'.l  — 


COMPTES   UEM)US  LIES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU    3   MARS    18<)7. 

l'ftlisiDKNCi:    DE    M.    PICMII). 

Com m  II  n  ica  l  io n  s  : 

M.  Desaint  :  Sur  les;  fonctions  entières. 

M.  Touche  :  Sni-  la  vitesse  de  transmission  du  mom-ement. 

M.  Lecornu  :  Sur  un  problème  de  minimum. 

M.  Le  Pvoux  adresse  iiii  Mémoire  Sur  V équation  linéaire  aux 
déri\'ées  partielles  du  premier  ordre. 

M.  Denioulin  adresse  un  Mémoire  Sur  les  surfaces  qui  pré- 
sentent un  réseau  conjugué  formé  par  des  courbes  dont  les 
tangentes  appartiennent  ci  un  eomp)lexe  tétraédral. 

M.  PicAHD  fail  une  Communicalion  Sur  la  tJiéoiie  des  sur- 
Jaces  algébriques,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  de  situation, 
el  les  intégrales  de  dillérentielles  totales.  Il  énonce  le  théorème 
suivant  :  Si  p^  désigne  l'ordre  de  connexion  linéaire  d'une 
surface  algébrique,  celle-ci  possédera  />,  —  i  intégrales  dis- 
tinctes de  différentielles  totales  de  seconde  espèce. 

M.  A\niiAnr.  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  stabilité. 

Lorsque  des  corps,  soumis  à  des  liaisons,  demeurent  en  é(]ui- 
libre  sous  l'action  de  forces  données,  on  sait  que  l'équilibre  sub- 
siste a  fortiori  quand  aux  liaisons  déjà  existantes  on  ajoute  des 
liaisons  nouvelles,  en  d'autres  termes  cpiand  on  renforce  les 
liaisons.  Ce  j)rincipe  intervient  dans  la  démonstration  du  principe 
des  vitesses  virtuelles,  dont  il  est  d'ailleurs  une  conséquence  né- 
cessaire. De  plus  ce  principe  est  ('«vident. 

Mais  on  tomberait  dans  une  sinj^ulièrc  méprise,  si,  se  fiant  à 
Vévidence  du  |)rincipe,  on  voulait,  dans  l'énoncé  précédent,  asso- 
cier à  l'idée  de  l'équilibre  l'idée  de  stabilité.  Et  pourtant  l'évi- 
dence apparente  n'est-ellc  pas  la  même  dans  les  deux  cas?  J  al 
luni;temps  cru  mni-méme  à  la  possibiliti-  tle  i;(''uérali>er  ainsi  le 
XXV.  .'i 
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principe  du  renforcement  des  liaisons.  Je  me  propose,  dans  celte 
Note,  de  démontrer  par  un  exemple  simple  l'impossibilité  de 
cette  généralisation. 

Un  cas  très  particulier  du  principe  dont  il  s'agit,  étendu  de 
l'équilibre  à  la  stabilité,  serait  en  effet  le  suivant  ; 

Si  deux  forces  laissent  chacune  un  même  corps  en  une  même 
position  d^ équilibre  stable,  leur  résultante  laissera  le  corps 
en  la  même  position  cV équilibre  stable.  Or  celte  proposition  est 
fausse. 

En  effet,  je  vais  définir  deux  forces  (fonctions  de  point  )  qui. 
agissant  séparément  sur  un  même  point  matériel,  s'annulent  cha- 
cune en  une  même  position  d'équilibre  stable,  et  dont  la  résul- 
tante ne  jouit  pas  de  la  même  propriété. 

J'envisage  à  cet  effet  deux  formes  quadratiques  '^  et  'l  des  coor- 
données cartésiennes  rectangles  a*,  r,  z  du  mobile.  Je  suppose  de 
plus  que  chacune  de  ces  formes  est  définie  et  négative.  Je  désigne 
par  a,  ^3.  v;  a,  ul,  v  six  constantes  positives  éon\  les  trois  dernières 
ne  soient  pas  proportionnelles  aux  premières,  et  je  considère  le» 
forces  F  et  G  définies  par  leurs  composantes 

(F)  ■^''^-'^r.'     '-F^  =  ^;^-'     ^^^='^^' 

(G)  20^.=  A  -^,  2Gv=[Jl--''  2<T;=v     ,-_; 

^     '  d.r  •  dj^  oz 

envisageons  les  mouvements  d'un  même  point  matériel  sous  les 
actions  séparées  de  ces  deux  forces.  Le  premier  équilibre  est 
stable  autour  de  l'origine,  car  en  faisant  dans  les  équations  de  ce 
mouvement  les  changements  de  fonctions 

r\x\^t.  y'<y\f'î.  z\z^'-;. 

on  est  ramené  au  cas  d'une  fonction  des  forces  niaxima  an  point 
(^  =  o.  r  =  o,  z  =  o).  Pour  une  raison  analogue  le  second  équi- 
libre est  encore  stable. 

Je  dis  maintenant  qu'on  peut  choisir  les  formes  /"cl  '^,  confor- 
mément aux  hvpothèses  déjà  faites  sur  elles,  de  manière  à  assurer 
l'instabilil*'  de  l'équilibre  autour  de  Torigine  du  inèinc  point  ma- 
léiicl  sriiis  |;i(ii(in  sinMiltanéc  (la  forces   I''  ri  (r. 
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Si.  par  exemple,  a'j.  —  |jA^o,  je  ferai 

'i  =  —  [a  x-  —  ib ry  -f-  c y''-  \  —  d z-        {a,  c,  d  >•  <i.        b'-  —  «  r  <  o  i . 
v!/ =  —  [ûf  jr'-i- ai'j'K -t- <?J -]  —  d  z-       {d  .c\d'y-  o.       b'^ — a'c'<o). 

Les  équations  diftt'rentielles  linéaires  du  mouvement  estimé 
dans  le  plan  des  xy  auront  pour  intégrales  fondamentales  di- 
verses fonctions  du  temps  t 

X  =  ge'' .        y  —  Jie''^, 

et  l'équation  caraclévislique  en  /•  sera 

—  (bi.-~b'l)(b'i^b'\j.)  =  o. 

Et  la  stabilité,  au  sens  habituel  du  mot,  exige  que  cette  é((ualion 
en  r'^  n'ait  que  des  racines  négatives. 

Or  il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  par 
des  valeurs  imaginaires  de  /-,  car  le  discriminant  est  ici 

A  =  (  (/  a  -t-  «'  /,  —  ('3  —  c'  ;jt  )-  -i-  4  (  />  a  -•-  i'  À  )i  ^  3  -^  b'  \i.  ) . 

Or  que  l'on  fasse  d'aboid 

a  a  -H  a'  À  =  c  ^  -(-  c'  u, 

ensuite,  que   l'on  choisisse  b  et  b'  assez  petits  en  valeur  absolue 
pour  satisfaire  aux  conditions 

Z»- —  ar  <C  o,         b'- — aV  <;  o. 

mais  que  l'on  choisisse  le  rapport  ^  inlermédiaire  entre  les  nom- 

a  3  , 

bres  —  r-  et  —  -  et  l'on  aura  A  <;  o  :  donc  instal)ilité. 

A  }jt 

On  voit  nettement  par  cet  exemple  que,  hormis  le  cas  où  les 
forces  dérivent  chacune  d'une  fonction  des  forces,  on  ne  peut  pas 
conclure  des  stal)ilités  partielles  à  une  stabilité  résultante. 

M.  Lémeuvv  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  dérivée  des  fonctions  itératives  au  point  limite. 
1.    Dans  les  Annales  de  C/cbsr/i.   liS-o.    Sclu^edcr   donne  un 


procédé  qui  permet,  étant  donnée  une  fonction  itérable,  de  former 
d'autres  fonctions  itérables.  Ce  moyen  revient,  en  somme,  au  sui- 
vant :  soient  Y  et  z  deux  fonctions  définies  par  les  relations 

(1)  Y  =  cçX. 

(2)  qz^'^qx; 

si  l'on  sait  itérer  la  première,  c'est-à-dire  écrire  une  relation  de  la 
forme 

on  saura  itérer  la  seconde,  et  même  l'itérer  explicitement,  si  l'on 
sait  inverser  la  fonction  q\  car,  éliminant  X  et  \  entre  les  écpiations 

y  =  ^;;,         V  =  ç)X,         X  =  qx, 
on  aura 

z  =  q-^oqx  Pt  z„  =  q-^'^"  qx  =  q-^'l{n,  qx). 

2.  Soit  a  un  point  limite  de  la  substitution  .r,  o.r  ou  plus  ç^c- 
néralement  tin  point  racine  de  l'équation 

(  l')  OX  —  J"  =  O, 

le  point  racine  correspondant  de  l'équation 
(  ■}.'  )  ?  7  -^  —  «7  .r  =  o 

sera  donné  par  l'équation  q  .r  ^1^  y.   et   Ion  aura   la  racine  (ou   les 

1-acines) 

.r  =  <y  -  '  a  =  3 . 

Dé-iivons  l'éqiiation  (?.);  il  vient 

q'<  z  ).  z' ( X  )  —  o' t  q  ).q' (x). 

Au  point  racine  de  l'équation  (p-'),  on  a  z  =  x  et,  par  suite, 
r/(z)  =  g' (x);  de  plus,  ^'(q)  n'est  autre  que  ^'(x),  où  .r  est 
remplacé  j)ar  qx^  et,  comme  au  point  racine  de  (>.'),  q.r^^y., 
il  reslje 

Ainsi,  aux  pf»ints  racines  cf)rrespoiid;uils  des  (-(jualions  (1') 
et  (2')(poifits  distincts,  en  f^énéral),  les  <l(ri\é('s  des  deux  Coiu'- 
tion^  z  ('[  \  .  |)ar  l'apport  ù  ./•.  sont  éi^ali-s. 


Supposons  niainlenaiil  que,  pour  x  =  a,  \'  devienne  égale  à 
ruuilé;  dérivons  une  seconde  fois  la  relation  (2).  On  a 

g"{z)\z'(x)Y-^-(j\z).z"{x)  =o"(q)[,/(x)Y--h'-i'(q).q'U) 

au  point  racine  ^,  et,  dans  notre  hypothèse,  on  a 

q'(z)  =  cj'{x),  q"{3)  =  ç"(x),  cp'Cg')  =  Y''(ai, 

Il  reste  donc 

c"(3)  =  QY"(ai, 

Q  désignant  la  valeur  de  la  dérivée  de  q  par  rapport  à  x,  au  point 
racine  jî. 

D'une  manière  générale,  supposons  quau  point  racine  a  de 
l'équation  (i')  la  dérivée  première  Y'  soit  égale  à  l'unité,  et  que 
les  dérivées  d'indices  2,3,...,/>  —  i  soient  nulles;  autrement 
dit,  que  les p  —  1  premières  dérivées  de  la  fonction  ZfX  —  x  soient 
nulles  ;  on  aura 

(3)  ::>■'(  3>  =  Q/'-iY</"(aj. 

En  eflét,  dérivons  p  fois  l'équation  (2),  on  a 

q^PU  z)[z\x  }]i>  —  R-i-q'i  z).z^i'^{x)=  o^P\q)  .[q'{x)]P  -i-  S  —  '■:'[  q  ).  q  p  iX), 

R  et  S  désignant  respectivement  les  ensembles  de  termes  conte- 
nant des  facteurs  ©('^(ry),  ^^''(:c)avec  i<;  i<ip.  A.u  point  racine  j3, 
le  premier  terme  du  premier  membre  et  le  dernier  terme  du  se- 
cond membre  deviennent  égaux;  S  est  nul  par  hypothèse;  quant 
à  R,  il  s'annule  si  le  théorème  est  démontré  pour  les  valeurs 
2,3,...,/)  —  I  de  p  (or  il  est  démontré  pour  p  =  2);  il  reste 
donc  la  relation 

q'{Z).z'P^(x)  =  oP^(q).\q\x)]i-, 
qui  se  réduit  à  (3),  puisqu  au  |)()ml  racine  [it  on  a 

q' (  z  )  —  q' (  X  )  e I  'j'f  (  y  3  )  =  a'/''  (  X  ). 
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SÉANCE   DU    17   MARS    1897. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    PICARD. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  runanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Mehmke, 
présenté  par  M.M.  d'Ocagne  et  Humbert;  M.  Vitalis  (Vassilas), 
présenté  par  MM.  Hermite  et  Picard;  M.  Bricard,  présenté  par 
MM.  Laisant  et  Mannlieim. 

Communications  : 

INI.  Touche  :  Siti-  le  moi/\ement  des  solides  dans  les  Jlit ides. 
MM.  Borel  et  Picard  présentent  quelques   observations  sur  ce 
sujet. 

M.  S.  Ma>geot  adresse  la  Note  suivanle  : 

Sur  les  conditions  pour  qu'une  courbe  plane  algébrique 
ait  des  axes  en  nombre  donné. 

Soient  m ^ ,  ni-,,  . . .,  ni„,  . . .,  /«>.,  A  nombres  entiers  positifs  quel- 
conques; d-,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /??,  et  nio,  d^  celui 
de  d.2  et  //?3,  d.,  celui   de  <:/:,  et  /;?.,,   ...,  d\  celui  de  d\_\  et  mi\ 

^',  ^,  i2,  ...,  fJizl  les  avant-dernières    réduites    des   fractions 
fji    qï    qz  7X-1 

continues  égales  aux  fractions  irréductibles  qui  ont  j)our  valeurs 

m,  di      di  (/>_!  I      , 

— ,  — .  — ,  •••) ,  cl  V,,  V,,  V3 v>_(  les  ordres  respec- 

m-i     nii     ni;  ni\  .       .  .  , 

tifs  de  ces  réduites.  On  peut  démontrer  ce  résultai  : 

Pour  que  les  \  équations  binômes  en  z 

z'"n  —  cos-;,,  ~  l%\n-;,i  («  —  1 ,?.,... ,  À). 

aient  des  racines  communes,  il  faut  et    il   siillil  fjii»^  Ton  ait,  |iour 

«  =  I,   "2,    ...,.A, 

('cosYi  ■+■  '•  *inYi  )''"  =  (cosyh  •+■  ''siny,,  )''"  ; 

p\  re>  rarines  ("onimuncs  soni  b^-^  racines  de  l'éMiiiition 


n 


—    O.)    — 

où  Ton  a 


avec  /»u  ==  I  «  v„  =  o,  (.j>,  =  (— j"''-i />)._, . 

Cela  étant,  je  me  propose  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Calculer  les  conditions  pour  qu'une  courbe  C  d'ordre  m, 
représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  Véquaiion 
entière  et  à  coefficients  réels 

ait  'j.  axes,  u.  étant  un  nombre  donné,  et  former  Véquaiion  de 
ces  axes  (  '  ) . 

Je  représente  par 

{/i  =  0,  \,  ■>,  ....m  —  Il 
ies    groupes    des    termes    de    degrés   m    et    ni  —  i    du    polvuôme 

Tout  axe  que  peut  avoir  la  courlje  C  doit  être  aussi  un  axe  de 
la  conique  qui  a  pour  équation 

OU 

7  C'',  _i<  n/tX  -^  a/,^  ,  V  -,-  b/,  )"-  =  o. 

Si  cette  coni(pie  est  diflérento  dun  cercle,  -x  ne  peut  être  cpie 
l'un  des  deux  nombres  i,  2;  or,  il  est  facile  d'exprimer  qu'un  axe 
de  cette  conique  est  axe  de  la  courbe  C. 

Je  suppose  que  celle  conique  soit  un  cercle,  et  soient  a- =  a, 
j^=  ^  les  coordonnées  de  son  centre. 

Si   l'on  désigne  par  F{x^y)  l'un   quelconque  des  polynômes 


C)  Il  ne  s'agit  ici  que  d'axes  d'ordre  pair,  c'esl-à-dire  que  de  droites  qui,  prises 
pour  axe  des  abscisses,  font  disparaître  de  l'équation  de  la  courbe  les  termes  de 
degré  impair  par  rappoit  à  l'ordonnée. 

(  Voir  Annales  de  l'École  Xorniale  supérieure,  jiiiiviir  liSi»;.) 
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hoinogt-nes  dont  la  somme  e^l  f{j-  -f-  a.  )■  -^  [i),  el  ptir  M //'■ -f-  N  »'' 
les  coefllcients  des  diverses  puissances  de  in'  dans  le  développe- 
ment de  F[//-hc,  i{if  —  <')].  pour  que  la  courbe  C  ail  ij.  axes, 
et  u  seulement,  il  est  nécessaire  et  suffisant  cpie  toutes  celles  des 
équations  l)inônies  Ma^  —  Nv'^=o,  dans  lesquelles  k  n'est  pas 
nul,  équations  qui  sont  de  la  lornie 

uY 

—       z=  cosY  -f-  i  sui  v. 

If  ,  ,,  ,  u 

aient  'J.  racines  communes  — >  et  lias  davantage.  Lu  remiilarant  - 
'  f  '  ^  '      ^         i- 

.r  —  a  —  i{y  —  ? ).    ,  i  •  .         ,  •         i  ■     ^ 

par- rr^ FTT  dans  I  etrualion   binumc   nui    a    pour  racines 

'        ^  — a  -i-  i{j  —  p)  '  '  ' 

ces  l'acines  communes,  on  aura  l'équation  des  y.  axes. 

De  ce  qui  précède,  je  déduis  la  méthode  suivante,  pour  ré- 
soudre la  question  proposée  lorsque  la  conique  considérée  plus 
haut  est  un  cercle. 


Posant 


—  '      t^  = ;m, -1 (/i  — o,  i,v., 


-  '^w  -  1  '^h 

jC  calcule  1  expression 


v'^'-^' -2jrr7^     .i.^.n'^ — ^^",-^-'7   <'^--<'?   (-^-<.p    1.7 


en  prenant  k  successivement  égal  à  i,  2,  3,  . . .,  /?/,  et  en  donnant 
à  /  successivement  les  valeurs  i,  2,  3,  ...  dont  la   dernière  sera 

w  —  /.         m.  —  k  —  I 
ou . 

j.  y. 

Pour  (pie  la  couihc  C  ait  'x  axes  sans  en  avoir  da\anla^e,  il  huit 
et  il  siiflit  (jue  les  valeurs  de  l'expression  •]/(/.,/),  qui  corres- 
pondent à  chaque  valeur  de  k  non  divisible  par  u,  soient  toutes 
nulles,  sans  (pie  les  autres  le  soient  toutes,  et  que,  en  désij;nanl 
par  'j.///,,  •J.//I.2.  ...,  u.m„,  ...,  •;.///)  toutes  les  \ateiiis  de/,  miil- 
liples  de  [x  aiixfpielles  corres[)ondriil  pour  'y  ( /• ,  /)  des  valeurs  \  . 
non  nulles  d'elles-mêmes,  et  par 

^1.//  -^  'I5,.„.  Aj. „-+-/!!.„.  ^1."        '•'•..'/•  • 
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celles   des    valeurs   \  ,    rangées   dans    un    ordre   quelconque,    qui 
répondent  à  /.•  =  'J.m„,  on  ail 

A|.;j     A  j ,  „     A.),„     


H,,,\'''.        /A,.,, -^tB,.„\'^ 

,11 
I  /i  =  I ,  i ,  'i ,    .  .  . ,    A  } . 

L'é(jualion  des  a  axes  est 

f  ^  —  °^-^i{y  —  ? >  1  ;j^  _  1^  /Al,»  —  n]|.„ yo;, 

[^_a-i(r-3)J      ~llVA,.„  — fB,.„/ 
Les  nombres  <;/«,  io,i^  p,t,  fji,,  v„   sont  définis  comme  plus  liaul, 
on  partant  des  nombres  /«,,  m^-,  ,..,  //««,  •••,  ni-,,  i  les   exposants 
-j-!^,  — ,-  sont  entiers    . 


MBIOIKES  l-:r  COMMUiMCÀTlONS. 


ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES  AVEC  SECOND  MEMBRE; 
Par  M.    C.UKVY. 

1.    L'équation  fonctionnelle 

/>„ (  z  )/(  z)^pi(z  )/(  c,  )  ^-  . . .  +  p„  (  :.  )/(  i,,  )  ^  o. 

dans  laquelle  les  cocfiicients /j/ (;)  sont  bolomorphes  dans  le  do- 
maine d'un  point  limite  x  pour  la  substitution  ^/^i  =  cp (:?/), 
admet  des  solutions  dont  la  forme,  au  point  limite,  dépend  de 
l'équation  caractéristique  (') 

/)o(^)  -i-  pi(x)f  -h  .  . .  -hp,i(.r)/„  —  o. 

En  particulier,  si  cette  équation  admet  la  racine  sinqde  i.  c[ 
n'admet  aucune  racine  de  la  fouMue  [o'(x)]"',  m  étant  entier,  |)o- 
sitif,   l'équation  fonctionnelle  a  une  solution  holomorphc  dans  le 

(')  Annales  de  V Ecole  \nrniale  siiperirnrc.  i'^'m.  t*-   -'''t- 


(Jomaine  du  point  .v  el  non  nulle  en  ce  point;  celte  fonction  est 
définie  à  un  l'acteur  constant  près. 

2.  Ces  résultats  rappelés,  considérons  l'équation  fonctionnelle 
avec  second  membre 

(i)  />o(->/(-)+/'i(->/(-i)^  •••+/>« (3 )/(-«)=  g{^), 

dans  laquelle  po(:-),  ...,  p„(z),  q{:-)  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  dans  le  domaine  du  point  x,  po{-v)  el  p,i(x)  étant  difle- 
rents  de  zéro. 

Soient /(z),  f  {:^)  deux  solutions  de  l'équation  (i)  avec  second 
membre;  leur  différence  vérifiant  l'équation  sans  second  membre 

Po{z)[/'(.z)^f{z)\ 

■^Pl(z)[/'{Zi)-f(Zi)]-^...-hpn(z)[f{Zn)-f(Zn)]  =  O, 

la  solution  générale  de  l'équation  (i)  se  déduira  de  la  solution  gé- 
nérale de  l'équation  sans  second  membre  par  l'addition  d'une 
solution  particulière  de  l'équation  (i);  pour  obtenir  une  telle  so- 
lution, faisons  sur  l'équation  (i)  la  substitution  z,  'f{z)  : 

(2)         Poi  Zi)/(  Zi)  -h  piiZi}/{z,)  -i-  .  .  .  -^p„iZi)/{Zn^i)  =  q{Zi). 

Multipliant  léquation  (i)  par  ^(2,)  et  l'équation  (2)  par  g(z), 
el  retranchant,  il  vient 

..      1  g{^i)Po(z)f{z)-^[qi  Zi)pi(z}—q{z)/>,i  -,)]/(;,)  +  ... 

/  -h[g(  Zxjpni  Z  ï  —  f/(Z  )/)„_i(  Zi)]f{,Z„)  —  (p  Z)   pt,(  Zi)/Znt-l)  "  O, 

équation  d'ordre  /i  -+-  i  sans  second  membre,  que  doit  vérifier  la 
fonction  f{z). 

3.  q{^x)y^o.    L'équation  caractéristique  est  alors 

Pq{x)+  \p^(x)  —  pç>{x)]t  -+-...-+-  [/)„(.r)  — yr>„_,(\r )]<"-/)„ (.r)/"*  >  -  o 

ou 

I  I  —  /  i[  />o(.r  )  -f-  />itx)t  -+■.  ..-^p„[x)t"]  —  o. 

Celle  équalion  admet  hi  racine  1  et  les  racines  de  li-qualion 
caractérisi  Kpic  rclalixc  à  l'équalion  fond  Kunicllc  oblciiuc  en  Mip- 
priin.inl  Ir  scrdiid  mcniluc  (!<•   icMpialKUi  <  1  ). 
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SI  l'on  suppose  (jue  celle  éqiialion  cuiaclérislique  n'admet 
ni  la  racine  i,  ni  une  racine  [cp'(jr)]'",  m  entier  positif,  ['fX-^)] 
étant  ditrérenl  de  zéro,  l'équation  fonctionnelle  (3)  a  une  solu- 
tion holomorphe  non  nulle  au  point  ^  ;  soiiy(:;);  nous  allons  voir 
que  celle  solution  vérifie  l'équation  (i). 

Désignant,  pour  abréger,  par  F(j)  le  premier  membre  de  (i), 
l'équation  (3)  est 

ou 

F(-3.)  ^  F(z)^ 

équation   fonctionnelle  relative   à        "_■  ■>   qui   n'a  pas  de   solution 

liolomorphe  dans  le  domaine  du  point  x,  si  ce  n'est  une  constante  ; 
comme  la  solution  f{z-)  considérée  est  holomorphe,  il  en  est  de 
même  de  F(5);  on  doit  avoir 

¥{z)  =  kq{z), 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

La  valeur  de  f{z)  étant  définie  à  un  facteur  constant  près,  on 
peut  le  choisir  de  façon  que  celle  fonction  vérifie  l'équation  (i) 

f{z)  est  donc  bien  une  solution  particulière  de  (i). 

A.  La  détermination  du  facteur  qui  entre  dans /(s)  n'est  plus 
possible  si  i  est  solution  de  l'équation  caractéristique 

Poix)  -^pi(x)  t  -h..  .-+-/?„(>)  /"  =  o, 

le  premier  membre  de  l'équation  fonctionnelle  (i)  étant  nul  au 
point  Xj  sans  que  le  second  membre  le  soit;  supposons  que  i  soit 
racine  d'ordre  a  de  l'équation  caractéristique  ;  nous  pouvons 
employer  le  même  procédé  que  pour  l'équation  sans  second 
membre  ('  ). 

Soit  Y  une  solution  de  l'équation  sans  second  membre,  celte 
solution  étant  holomorphe  et  non  nulle  en  x,  correspondant  à  la 


(')  Annales  dr  /'Fro/r   \iu-male  supérieure.  i^(/\.  p.  ^7^. 
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racine  i  de  1  équation  caraclérislique  :  posons 

/,  ri  =  Y  \. 

L'écjualioii  (  i)  devient 

poi^  I  YV  — />,(-)  Y,  Vi  ~.  .  .-^p„{Z)  Y'„V„  =  q(s), 

Y, .  \  o.  ...  :  \  , .  \  .j.  ...  étant  les  liansforinées  de  \  et  Y  par  la 
substitution  [:;.  '■p(^)]. 

Tenant  compte  de  la  l'elation 

p^(:)  Y  +/),;  z  1  Y,  — .  .  .  —  />„(  -  )  Y„  =  o, 

et.  prenant  pour  fonction  inconnue 

V,-V  =  l. 
on  a 

/>oYL  —  (y>oV  ^/j,  Y,)  L, -r-. . . 

—  (7>oV— />iY,— . .  .-4-/j„-i  Y„    ,)U„-,  —  —  (f(z), 

équation  de  même  forme  tpie  l'équation  (i),  mais  dont  l'équation 
caractéristique  ne  renferme  la  racine  i  qu'à  Tordre  a  —  i . 

Si  l'on   répèle  les  mêmes  transformations,  on  trouvera  finale- 
ment une  équation  fonctionnelle 

dont  lécjuation  caractéristique  n'admet  plus  la  racine  i  et  admet 
toutes  les  autres  racines  de  l'équation  caractéristique  primitive; 
l'équation  fonctionnelle  en  T(3)  a  donc  une  solution  non  nulle 
au  point  x  et  liolomorphe  dans  le  domaine  de  ce  point. 

De  cette  solution,   on  déduit  pour  l'équation  (i)  une  solution 
de  la  for/ne 

\{/Jy-^i  z)-~  '/. t( z  )  b^-U  z )  -^  . .  .  ^  \:J^( z )], 

\  ('•tant  unr  fonction  liolumorplie  dans  le  domaine  du  pomi  ./"  et 
non  nulle  en  ce  point,  A"  étant  une  constante  dillérenle  de  zéro  et 
'/.,{z),  ....  '/.y,(  :■)  des  fonctions  holomorplies  dans  le  domaine  du 
point  .r. 

(les  rcsiillal.'i  ^iili-'i^lcnl  si  'i'(  ./■  )  =  u  ;  il  mi  Hit  <lr  1 1- m  placer  A  (  3) 
par  fi  z ). 


—  (jl  ^ 

i).  Il  reste  li  exaniiiier  le  cas  où,  ci'(  x)  élai)l  ciiHércnL  de  zéro, 
réqiialion  caraclérisLi(|iic  admet  des  solutions  de  la  forme  ':,' ( x')'^ 
(m  entier  positif);  pour  simplifier,  je  supposerai  qu'il  n'existe 
que  deux  telles  racines  ['^'{-^j]'"'-,  [?'('^ )]"'-?  ('^^  '>ni2)- 

Si  l'on  pose 

l'équation  (i)  deviei)t 

[B(")]'"'  î/>o(^)V-^/>,(3)[cp '(>;]'". Y, --...-l-/5„(-jfo'(>  )]"'".  V„  I  =  (j{z). 

L  équation  caractéristique 

/)o(  .r  )—/?,  Ca-)  [ 'i'(.r  )]'"./ H-...  — /J„(.r)[ 'i'(.r  (]"'"./«  =  o 

a  les  racines  [o'(.r)]'"i"''"i  et  i. 

A  la  racine  i  correspond,  pour  l'équation  fonctionnelle 

/>„(  c)  Y -^ .  .  . -^/>„  (  3  )  [ 'i' Cr  )]""'i  Y„  =  o, 

une  solution  holomorphe  non  nulle  au  point  ./■  :   soit  \'. 
Si  l'on  pose 

Yr=Y'N,  V,_V=:li. 

l'équation  (i)  prend  la  forme 
léquation  caractéristique 

n  ajant  plus  la  racine  i,  mais  avant  la  racine  ['i'(  .r  )  |"'-   '"'. 

Posons 

U  =  I  R(.-)|"' ..-'".  T. 

il  vient 

fR(i  )]'".-'".-"'.  |/7;,.T+/7,.[o'(.r ;]'".-'", T, 

-i-...  4- /?'.[ç)'(j-)J  "-•""'.•-'".' T„_,  ;  =v(r.). 

L'équation,  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  (pianiil»'  entre  cro- 
chets, a  une  solution  holomorphe,  non  nulle  en  ./•.  car  son  équa- 
tion caraclc'iistifpic  a  la  racine  i;  soit  "^1"'. 

Posant 
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on  forme  une  éqiialion 

l'équalion  caractéristique   de   la  quantité  entre  crociiels   navant 
plus  la  racine  i . 

Pour  ramener  cette  équation  au  type  étudié  au  début,  il  suffit 
de  prendre  pour  nouvelle  fonction  inconnue 

S  =  S'.  [B(^  )]-'"=. 

Il  existera  alors  une  solution  S'  holomorplie  en  x  et  non  nulle. 

A  la  solution 

S  =  S'B-'"^ 

correspondent 

P'(5)  étant  holomorplie  et  non  nulle  en  x,  Q(3)  étant  liolomorphc 
en  X. 

On  a  de  même 


in,  —  ni. 


{z X)"*^         (z  —  x) 

/(S)  =  Vi(z){z  —  xy"^b-'{:.)-^  ¥.(z){z  —  x)">^b{z)^  F3(5), 

F|,  F2,  F3  étant  des  fonctions  holomorphes  au  point  .r. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  la  forme  de  cette  solution 
particulière  dans  le  cas  général;  1(î  résultat  concorde  avec  celui 
(Mii  a  été  trouvé  pour  les  équations  sans  second  mc^ubre:  on  peut 
résumer  ces  résultats  comme  il  suit  : 

Ij ('(judlion  fonctionnelle  (wec  second  mrnihrc  non  nul  au 
point  limite  a  une  solution  de  ht  forme 

/„(c)-+-(  =  —  .r  i"'./|(  c)  Al  Cl    •-. .  .-f-  (  c  — ./■)'", /,^(  z  )lr>^. 

fo,f\ ,  .  .  . ,  foL  étuni  des  fonctions  h<domorj)tics  dans  le  donuùne 
(lu  ftoint  limite,  /n,.  .  .  .  ,  //'a  <l<iiit  les  e.rjtostinls  des  puissances 

de  'i'i./l,  (jui  sont  sidutions  de  f  é(jua  tion  caidclriistujuc,  fdu- 
sieurs  de  rcs  (juattliles  juiu^iuit  cire  énalcs. 


—  (J;j  — 

(3.  I^i;  cas  (le  q(^.v)=^o  se  ramène  au  |)ré(«''cleiil  :  siipposoiis 
<jue  X  soil  i-acine  d'ordre  /.";  si   Ton  pose 

f(z)  =  [Biz)]'^-\, 
on  a 

[Biz )]''■]  p,\  ^p,['^'iT)]''\\-^...-p„['^'ix)]"'^\„  \=c/(zr, 
/,oY--/,,[o',.r)]/-Y,+...-4-/.4o'(:r)]«AV,^    _|i^  . 

Celle  dernière  équalion  esl  du  Ijpe  éludié  plus  haut;  son  équa- 
tion caractéristique  se  déduit  de  l'équation  caractéristique  primi- 
tive par  la  multiplication  des  racines  par  r-— — y 
^  '  '       ['f  (^)* 

7.  La  même  transformation  permet  d'étudier  les  équations  pour 
lesquelles  c/{z')  n'est  pas  holomorphe  au  point  x,  mais  est  de  la 

forme 

(z~.r)'^%{z  I, 

a  étant  quelconque  et  0  (z)  une  fonction  holomorphe;  il  suffit  de 
remarquer  que  le  quotient 

[B(z)]^ 

est  une  fonction  holomorpjie  dans  un  domaine  du  point  .r,  qui  ne 
renferme  aucun  zéro  de  '/(^j  ou  de  B(:;). 

8.  Remarquons  que  la  marche  que  nous  avons  suivie  montre 
que  la  connaissance  d'une  solution  d'une  équation  sans  second 
membre  permet  d'abaisser  l'ordre  de  léquation  avec  second 
membre. 

SUR  L'ÉQUATION  LINÉAIRE  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE; 

F»ar  M.   .1.    Le   Roux. 

1.  M.  Bendixson  a  publié,  dans  le  Bullptin  de  la  Société  Ma- 
thématique, une  élégante  iNole  sur  léqualion  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre 

dz        dz  . 

-i-  --j{T,y)—  o. 
Ox        (/•>■• 

Celle  Noie  111  a  remis  en  iiu-nuiiic  (juelqties  remar(|ues  rclalises 
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à   ce   type  dV'Hiialiuns.  que  je  denuiiule    la   peniiissioii    d  e\|ioser 
siiccincleiiienl. 

Considéions  l'équalion 


(0 


.)z  àz 


Supposons  qu'on  ait  intégré  l'équation  des  caraclérisi  iques 


(2; 


-r  =  /t  •'•,  y 

ax 


Partout  point  du  plan  [dans  le  domaine  où  f{Jf^r)  satisfait 
aux  conditions  d'intégrabilité  de  l'équation  (2)],  il  passe  une  ca- 
ractéristique et,  en  général,  une  seule.  La  caractéristique  (|ui 
passe  au  point  [xQ^fa)  peut  être  représentée,  suivant  la  notation 
de  M.  Bendixson,  par 


(V) 


y  =  'H-''-,-''oyo)- 


II  s'agit  niaintenant  d'intégrer  Técjuation  (i),  do  manière  que 
l'intégrale  prenne  des  valeurs  données  sur  une  courbe  (].  Le  pro- 
blème de  l'intégration  consiste  :  i"  à  donner  le  moven  de  calculer 
la  valeur  cpie  prend  en  \\i\  point  arbitiaire  M  du  plan  l'intégrale  c 
qui  satisfait  aux  conditions  initiales  indiquées  ;  2"  à  déterminer 
les  singularités  de  celle  intégrale  et  les  limites  du  domaine  où  elle 
se  trouve  définie. 

Or,  ce  problème  est  ici  immédialemcnl  résolu.  J'!n  fllcl,  I  iden- 
tité 


>)z  Oz  ,tz 

(Iz  —     --  (Ir  --  ---  tly  ^^   -—  (l.r 


montre  (pie.  lorsipTon  se  déplace  sur  une  caractéiistupic,  on  a 
elz  =  o;  par  suite,  z  conserve  la  même  valeur  en  tous  les  points 
d'une  même  caractérislirpie. 

Cela  posé,  coiisid('-rons  la  caiartérisliqiie  du  point  M  (  .''(),,)o  )> 
définie  |)ar  r('qiiatioii  (.')),  i'Jle  r(!ncontre  la  courbe  (C)(//i,'.  i) 
en  un  point   P(;,  y,  ).  On  a,  d'après  la  remarque  pn-cédenle. 

Ci)  Z{.ro,y„.}^-  J(ç.  r,  I. 

OU  bien.  d";q)iè>>  l'équation  (  ,'î  ).  (pii  donne  7,  — .::  '|/<  ;.    /'o.    1',,  I  ; 

^^^  n  ■'■,!.  j't,)'    «I  ;. '^1  ;.  ■'■o- .l'u 'I- 


Supposons  que  la  courbe  (Cj  soit  une  paialJèle  à  O  >',  x  -^  ;  : 
alors  ç  désigne  une  constante  déterminée  dans  l'équation  (5)  et 
S(  ç,  Tj)  une  (onction  connue  de  r,.  I/éqiialion  (  5  )  détennine  donc 


(^o,yoJ 


complètement  la  valeur  de  l'inlégrale.  Si  la  valeur  initiale  de  Tin- 
tégrale,  ^(H,  y,),  se  réduit  à  r,.  on  trouve  rintégrale  particulière 
signalée  par  M.  Bendixson. 

En  résumé,  pour  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  en  M.  il  faut 
d'abord  d('-terminer  la  caractéristique  de  ce  point  et  trouver  en- 
suite son  intersection  avec  la  courbe  (  C  ).  Pour  que  lintégrale 
existe  en  M,  il  faut  donc  :  t°  que  la  caractéristique  existe  en  ce 
point;  ?."  que  cette  caractéristique  rencontre  la  courbe  (C),  sur 
laquelle  on  donne  les  valeurs  initiales  de  l'intégrale.  Le  nombre 
des  valeurs  de  :;  est,  en  général,  égal  au  nombre  des  points  d'in- 
tersection. Cette  intégrale  se  présente,  par  conséquent,  comme 
une  fonction  multiforme.  Les  lignes  de  passage  d'une  détermina- 
tion à  une  autre  (lignes  de  ramification)  sont  les  caractéristiques 
tangentes  à  la  courbe  C. 

Considérons,  par  exemple,  1  équation 


(6) 


dz 


l^es  caractéristiques  sont  des  cercles  concen tricpies. 

Supposons  qu  on  donne  les  valeurs  de  s  sur  un  arc  de  couibe  AB 
{fig-  2).  Traçons  les  cercles  caractéristicpies  jiassant  aux  extré- 
mités de  l'arc  et  le  ceixde  caracléristi(pie  tangent  en  D  à  AB.  Ces 
trois  cercle«;  partagent  le  plan  en  quatre  régions,  numérotées  sur 
la  figure  1,  2,  '^,  /\.  Dan»;  les  régions  1  et  \  l'intégrale  n'existe  pas  ; 
XXV.  5 
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(laus  la  région  2,  elle  admet  deux  valeurs  distinctes  en  général,  et 
dans  la  région  3  une  seule  valeui-. 

Le  calcul  de  la  valeur  de  l'intégrale  en  un  jtoinl  M  de  Tune  de 

Fis.  2. 


ces  régions  est  équivalent  à  ce  problème  courant  de  Géométrie 
descriptive  :  Placer  un  point  sur  une  surface  de  résolution 
d'axe  vertical. 

J^es  caractéristicpies  limites  du  domaine  d'existence  de  l'inté- 
grale et  les  caractéristiques  de  ramiticalion  sont  constituées  par 
les  lignes  de  contour  apparent  horizontal. 

"il.    Ces  considérations  s'appliquent  également   aux    équations 
linéaires  à  second  membre. 
Soit  à  résoudre 

ùz  ôz 


(7) 


et-—  =  V{x,y 

dx  ôy  -^ 


Désignons  par  À  une  intégrale  de  l'écpialion 


(-/) 


i)x  0/ 


et    jirenons    comme    nouvelles    variables  x  et  )..    I^'écpiation  ("-) 
devient 


(8) 


^.  =  F(.r,^))., 


en   désignant  j)ar  ¥(x,y)\  ce  que  devient  F(.r,j)')  ipiand   on  y 
remplace  y  par  sa  valeur  en  fonction  de  .r  et  de  A. 
(  )m  a  donc  (  //i,'.   1  ) 

c*'  —  .;|. -t-    /       Vi  r.  y  y,  ,l.r. 
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L  inlégralc    /     V  (x,  j')iclx  csl  pnac  en   supj)Osanl /.  couslanl, 

c'est-à-dire  en  remplaçant  y  par  une  fonction  de  x,  telle  que  le 
point  (x,  y)  décrive  la  caractéristique  PM.  La  valeur  de  cette  inté- 
grale est  dailleurs  indépendante  du  choix  de  lintégrale  particu- 
lière A  de  l'équation  {-')  et,  par  suite,  de  la  valeur  numérique  de  a. 
Elle  ne  dépend  que  de  la  position  géométrique  de  la  caractéris- 
tique d'intégration  PM. 

3.  Les  fonctions  z  étudiées  dans  les  développements  j^récédenls 
peuvent  être  déterminées  lorsqu'on  connaît  les  caractéristiques  et 
les  valeurs  initiales  ;  mais,  pour  qu'elles  soient  réellement  des 
intégrales  de  l'équation  considérée,  il  faut  qu'elles  admettent  des 
dérivées  jiarlielles  par  rapport  à  x  el  par  rapport  à  r.  ÏNL  I>en- 
dixson  a  démontré  que  l'intégrale  déjà  signalée 

admet  ces  dérivées  et  satisfait  à  l'équation  (i).  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  démontrer  que  l'existence  de  l'une  des  dérivées  entraîne 
celle  de  l'autre.  En  effet,  l'équation 

(3)  y  =  'h(cr,Xo,j-o) 

exprime  que  le  point  (j::,v)  est  situé  sur  la  caraclérisli(|uc  passant 
au  point  (xo,  jt'o)-  Mais,  à  cause  de  la  détermination  univoque  des 
caractéristiques  dans  le  domaine  où  nous  nous  plaçons,  cette  même 
courbe  pouri-a  être  définie  parlacondition  depasserau  poinl(j",  i'). 
De  sorte  qu'on  peut  regarder  comme  coordonnées  courantes  soit 
(x,  y),  soit  (Xo,  ^'o)■  Prenons  comme  variables  (vCo^J'o)  et  re- 
gardons X  et  r  comme  des  constantes.  Sur  la  caractéristique  (3) 
nous  aurons  constamment 

Mais  noiis  avons  aussi,  pour  tout  déplacement  silué  sur  la  caracté- 
ristique, 

<!/ (  J-,  J"o  -I-  -^ -ni  J'o  -^  -^J'i.  )  —  'M •^'  •■^"o '  J'o  )  =  o, 
ou  bien 

<\>(x,xo-i-  \Toyo-+-  ^Xo)—  "^i^,  ^0, yo^  ^yo) .  ^ 

.l-Til 

A.ro 

-+-  — ^  }  „  -     o. 

A)-o 


—  G8 


Or^^lenJ  vers  une  limite  déleniiinée  lorsque  A^'u  lend   vers 

zéro  ;   si,  d'aulre  part,  la  dérivée   de  6  par  rapport  à  Xq  existe  et 
qu'elle  soit  une  fonction  continue  de  i,,,  le  rapport 

qui   est  indépendant  de  Aj"o<  tendra  aussi  vers  une  limile  déler- 
minée  lorsque  Ajo  tendra  vers  zéro. 

Nous  aurons,  de  plus,  d'après  l'équation  fg), 

Donc  l'existence  d'une  dérivée  continue  relative  à  un  déplace- 
ment extérieur  à  la  caractéristique  entraîne  l'existence  dune  dé- 
rivée relative  à  un  déplacement  quelconque,  et  la  fonction  'l  est 
une  intégrale  de  l'équation  (  i  ). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  l'existence  d'une  tiérivée,  par 

exemple  de-r^-  Les   mêmes    considérations    géométriques    nous 

conduiront   l'acilement   à    l'élégante   formide   de   ÎNI.    Bendixson. 

Considérons  les  caractéristiques  des   deux  points  M(\ro,  .l'o)  et 

M'(^o,yo+  A>'o)!  ^^'^^  rencontrent  la  droite  J"  —  ç  ijig-  3^  aux 

points  P(ç,  Y,)  etP'(;,  t,  -h  Ar.V  Je  dis  que  r,  est  une  fonction  con- 

V\z.  3. 


(l^V 


liiiuc  de  )-p  flans  le  doniimir  I)  on  \\n\i<  iioiis  plaçons  si  lo  comli- 
lions  suivantes  sont  vc-rilit-es  :  i"  en  tout  |)(uiil  du  dnniaiiir  il 
passe   iiiir  sfulc  raiactéristique  liirn  df''lri-iii  iih'c.  ^nii-    |n)iiil>   sm- 


—  (•)'.)  — 

guliers  ni  lani;enLes  paiallèles  à  O  v' ;  ^"  Itfs  arcs  de  caractfhis- 
liques  MP,  Ml^',  ...  ne  sorlenl  point  de  ce  domaine.  Donnons- 
nous  un  nombre  £  >  o  suflisamment  petit  pour  que  les  caractéris- 
tiques des  points  (^,  r, — c)  et  (ç,  r,  H-s)  puissent  rencontrer  la 
droite  x  =  Xq  sans  sortir  du  domaine  D;  comme  deux  arcs  de 
caractéristiques  ne  peuvent  pas  se  traverser  dans  ce  dou)aine,  il  en 
résulte  que  la  première  (celle  du  j)oint  ^,  Yj  —  s)  est  située  tout 
entière  au-dessous  de  Ml\  et  la  seconde  tout  entière  au-dessus. 
Soient  l'o  —  et  et  .i'o+  ^  les  ordonnées  des  points  où  elles  ren- 
contrent la  droite  x  ^^  Xq\  l'inégalité 

-a<A7o<3 
entraînera 

—  =  <  Ar,  <  £, 

ce  qui  démontre  la  continuité.  Cela  posé,  considérons  deux  courbes 
dont  nous  désignerons  par  Y  et  >' les  ordonnées  qui  correspondent 
à  une.  même  valeur  de  x.  On  a  évidemment 

-^  I  dx. 


^-7  =  ^o-ro+j    {7ù.-7ij.) 


Appliquons  cette   remarque  aux   deux  caractéristiques  MP  et 
MP'  ;  nous  aurons 


\f(3r,y-h\y)~/(x,j)   Ar 


Arn  ./.. 


dx. 


Dans   cette  formule  v  et  i' -f- Av  désignent  les  ordonnées  des 
deux  courbes  MP  et  MP' 

La  fonction 

/(x,  y-\-^y)  —  f{x,r)   Ar 

étant  une  fonction  conliniie  de  .r  dans  l'intervalle  do  .r^  à  \,  ou  a 


At)  Aj'o 


d   /  ^.r,    \ 


et,  par  consé(|uent, 


Al-n 
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Si   donc  f{-^-,y)  admet  une  dérivée  conlinue  par  rapport  à  j', 
on  aura 


,  V  )  dx 


dy« 


e^  ••  0 


rinlégrale  étant  prise  suivant  la  caractérisliqiic. 

Considérons  maintenant  la  fonction  ::(\roj,i'o)  définie  par  léqua- 
tion  (5),  et  supposons  qu'on  la  délei'mine  par  la  condition  de  se 
réduire  à  F(r, )  pour  x  =  z.  On  a  alors 

-(a-o,  ro)=  F [■!/(£,  :ro,  j'o)]- 

Si  la  dérivée  -;-  existe,  il  en  sera  de  même  des  dérivées 
dr, 

(Jtq        dr,   dxo 
dz  d¥    dr 


dvo         dr,   dVii 


[r,  =  'lilxo,}-,)]. 


qui  satisferont  à  l'équation  (i). 

L'équation  avec  second  membre  (-)  nons  fournil   Av>  r('sullals 
analogues. 

Considérons  l'expression 


11=  j     ¥{.r,j')idT. 


dx        ôK 


i-v  '   •  du        du  11,-,  •  1 

Désignons  par  -y-  et  -r-  les  dérivées  jjrises  en  regardant  .r  et  y 

•    I  I       -     1  .  1  (ht        du  i        ^ ,   •     ,         I 

comme  variables  indépendantes:  par  —  et  -^  les  dérivées  obtenues 

en  prenant  comme  variables  x  et  A. 
On  a 

')U 


l/inlégralc 


aura  une  NaJeiir  bien  délerniim'c^  si  F!^.  el  À,  son!  dc'>  fond  mus 
continues,  la  seconde  étant  dillerente  de  zéro  sur  la  courbe  d'in- 
tégration, ce   fpii   suppose  *pic    la  cararlt'iisl  i(pie   n'a  |>as  de  tan- 


/// 


;L;cnlc>     p;il;illr|<'N     ,i     (),/•.     |),ill-    icllr     li\  nnllii' -c,    {,•>     (jt'ri  \  l'CS   -^ 


du 
et  -j-  ont  pour  expressions 


.1     Q  ^  .  / 


du 


La  fonction   u  est  lintéj^rale  particulière  de  lécpiation   (-j  qui 
s'annule  sur  la  droite  x  =  Xy. 


SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D  ORDRE  SUPÉRIEUR 
ANALOGUES  A  L'ÉQUATION  DE  CLAIRAUT; 

Par  M.  L.  RvFKV. 

Après  avoir  fait  connaître  i^Biill.  de  la  Soc.  mat/iém.  de 
France,  t.  XXIH,  p.  5-  et  suiv.)  une  classe  étendue  d'équations 
du  premier  ordre  qu'on  intègre,  à  la  façon  des  équations  de  Clai- 
raut,  en  y  remplaçant  la  dérivée  par  une  constante  arbitraire,  j  ai 
remarqué  [ibid.,  p.  63)  qu'une  projn-iété  analogue  appartient  à 
l'équation,  linéaire 

o  ^:  y  —  xy'  -. :  y"  — . . . -H  (—  i )'"  - — r  )'''"'  =  "> 

puisque  son  intégrale  générale  est 

G.  G 

y  —  C,x-^. }x^  —  ...^(—iy"-^x"'    =  o. 

•^  al  ^  iii\ 

Je  me  propose  actuellement  de  retrouverai  d'étendre  ce  résultat. 
Considérons,  à  cet  effet,  l'expression  différentielle  o  et  formons 
ses  dérivées  successives,  en  traitant  j',  y',  ...^y''"'^  comme  des 
constantes.  Je  dis  d'abord  que  Véqualion  différentielle 

où  F  eut  une  fonction  arbitraire,  a  pour  intcij^ralc  générale 

(2)      y   -  G,.r  —  ^.r2-^  ...—  (- 1)'"  -^.r'"     =  !<(  G,.  G..  .  . . ,  G„,  ). 
'     -^  J,  ;  in\ 


En  Jlfrérentianl  l'équation  (i),  on  trouve  un  résultai  de  la  forme 

y"i^i:\i-(:r,  y,  y, r  '"^  )  =  o, 

ce  qui  est  nne  analogie  avec  léquation  fie  (.lairaul.    D'après  cela, 
posons 

<'-  c,„ 

)-  =  Co  —  Cl  .r ;  r-^  —  ...   -  (—  I  I'"  — f  X'". 

•1  .  r/i  . 

L'application  répétée  de  la  fornitde  île  Tavlor-  à   ce   polvnôme 
donne 

— ?  =  (—  iV  y<>-  (.r  _  r  )  =  (—  I  r  V"-  (o)  =  C,. 
(  /■  =  1.2,  .  .  . ,  /n). 

Substituant  ces  expressions  dans  l'écpialion  (  i\  on  trouve 

Co  =  F(G,.C„  ...,C,„), 

ce  qui  démontre  la  proposition.  Mais  il  y  a  plus.  f.  identité 


do         T^   d-  o 

donne  visiblement 


-H(— D' 


m  !   dx'" 


Si  donc  on  écrit  I  étpiation  (  i)  sous  la  forme 


dx'"  )  "      \  ^  '      dx^ 


à'"<D 


d'"  <D  \ 
d.r"'  j 


on  voit,   j)ar  comparaison  a\ec  la  relation  (  o  i,  (y\'nn  obtient  son 
in  té  g  raie  généra  le 

'l'iCi.c, <:,„)  =  F(<:,,<:, c,,,) 

f//  y  renyplariint  les  dérivées  sncressues  de  o  par  des  constarttes 
arlnlraires. 

Ainsi    se     trouve    gén('rali-<ée     la    pi-opiiété-     d<-s    écpialions    de 
Clairaut . 


7.'}  — 


COMPTES   llKMiUS   DKS   SÉANCKS. 


SÉANCE   DU   7  AVRIL  1897. 

PRlisiDICNCK    DK    M.    PFCARn. 

CoinmunicatLons  : 

M.  d'Ocagnc  :  Sur  les  suif  aces  gauches  ciiconsnilcs  à  une 
surface  donnée  le  long  d'une  courbe  donnée. 
M.  d'Ocagne  :  Remarque  sur  V inversion. 
M.  Lecornu  :  Sur  le  frottement  dans  les  engrenages. 

M.  Pic.vuD  donne  leclure  de  la  préface  qu'il  a  écrile  pour  l'édi- 
tion des  Œuvres  de  Galois,  qui  va  prochainement  paraître  sous 
les  auspices  de  la  Société. 

M.  DuMOjxT  adresse  un  Mémoire  :  Sur  les  surfaces  du  troisième 
ordre,  qui  sont  polaires  récipro'fues  d'elles-mêmes  par  rap- 
port à  une  quadrique. 


SÉANCE  DU  23  AVRIL  1897. 


PRESIDEXCK  DE   M.  IMCAIU). 


Conini unicalions  : 

M.  lîioclie  :  Propriétés  des  surfaces  algébriques  passant  par 
une  courbe  gauche  et  admettant  cette  courbe  comme  ligne 
as)  mptotique . 

M.  Mannlieim  :  A  [)iopos  d'un  tltéoréme  connu  de  Géométrie. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ORDRE  QUI  SONT  POLAIRES 
D'ELLES-MÊMES  PAR  RAPPORT  A  UNE  QUADRIQUE: 

Par   ^I.    F.    DuMOAT. 

Si  Ion  considcie  le  lablcau  des  viiii;l-lroi.s  classes  de  surfaces  du 
Iroisièmc  ordre  [voir  Salmo>,  Géométrie  analytique,  Iraduclion 
Chemin),  on  voit  que  les  seidcs  surfaces  à  la  fois  de  Iroisiènie 
ordre  et  de  troisième  classe  sont  :  i"  les  surfaces  à  Irois  binodes 
Bj  (  '  )  (notation  Salmon);  2°  les  surfaces  réglées. 

Ces  deux  classes  de  surfaces  sont  donc  les  seules  contenant  des 
surfaces  susceptibles  de  se  reproduire  elles-mêmes  par  une  trans- 
lormalion  dualislique.  Considérons-les  successivement. 

i"   Surfaces  à  trois  binodes  B,,. 

Les  trois  biplans  ont  pour  arêtes  trois  droites  concouianles; 
soient  BA,  B'A,  B"A  ces  trois  droites,  B,  B',  B"  étani  les  trois 
binodes.  Dans  la  Hj^ure  transformée,  chaque  binode  B  a  pour 
transformé  un  plan  b,  tel  que  toutes  les  tangentes  qu'il  contient 
passent  par  deux  points  P',  P"  transformés  des  plans  //,  p"  ilu 
biplan  relatif  à  B. 

Les  trois  biplans  ont  deux  à  deux  une  lace  ct)mmune,  donc  les 
trois  couples  de  j)oints  analogues  à  (I^',  P")  ont  deux  à  deux  un 
point  commun,  c'est-à-dire  que  ces  points  P  sont  au  nombre  de 
trois  seulement  transformés  des  trois  plans  BAB',  B'AB",  B"AB  et 
qu'ils  sont  dans  un  même  plan  a  transformé  de  A. 

En  résumé,  la  surface  transformée  possède  trois  points  jtar  cha- 
cun desquels  passent  iiiic  inlinité  de  tangentes  situées  dans  dt-uv 
plans;  les  trois  coujdcs  de  plans  se  rétluisenl  à  trois  plans.  La 
surface  a  donc  trois  binodes  comme  la  proposer,  ce  (|iii  pouvait 
être  affirmé  a  priori. 


(')  On  rappellera  ici  (juc  les  liiiiudcb  15,  bunt  les  puinis  doubles,  duiil  le  eône 
lansfînl  est  clé;;(Jiiéré  en  doux  plans  dnnl  l'enseinlilc  etinslilue  i^v  i|ue  l'on  appelle 
le  liiitlnn,  l'.irèle  du  lii|daii  n't'-laril  pas  située  sur  la  surface. 


Prenons,  pour  U'-lrardiM!  de  référence,  le  létraèdrc;  l>l*'li'A, 
l'éqiialion  de  la  surface  du  Irolsième  ordre  considérée  a  la  forme 

(i)  xyt  —  inz^  =  o. 

Pour-  que  la  |)olaire  réciproque  de  (i)  j)ar  rapport  à  une  qua- 
drique  puisse  coïncider  avec  (i),  il  faut  d'abord  que  le  tétraèdre 
soit  autopolaire  par  rapport  à  cette  quadrique.  Ainsi  la  quadriqup 
doit  avoir  une  équation  de  la  forme 

(i)  px' -i- c/y- -h  rz^-h  s(-=  o. 

En  cherchant  l'équation  de  la  polaire  réciproque  de  (  i)  par  rapport 

3(2),  on  trouve 

,.3 

(  3  )  .ryz z^  =  o. 

T.'jinpqs 

Donc,  si  l'on  a  la  condition 

r-3 

(  i) 


•iipqi 


les  surfaces  (i)  et  (3)  coïncident.  Ainsi,  pour  une  surface  (  i) 
donnée,  on  peut  trouver  une  double  infinité  de  quadriques  par 
rapport  auxquelles  la  surface  (1)  est  autopolaire.  Si  la  donnée  est 
la  quadrique  (2)  directrice  de  la  transformation,  à  chaque  tétraèdre 
autopolaire  par  rapport  à  cette  quadrique  correspondent  deux 
surfaces  cubiques  autopolaires  par  rapport  à  la  même  quadrique 
(correspondant  à  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  m). 

2"  Surfaces  réglées. 

Les  surfaces  réglées  cubiques  sont  réparties  dans  deux  classes  : 
i"  les  surfaces  à  deux  directrices  rectilignes,  l'une  droite  double, 
l'autre  droite  simple  de  la  surface;  2"  les  surfaces  à  une  directrice 
rectiligne  droite  double,  mais  sans  directrice  simple  (surfaces  de 
Cajlej). 

Considérons  les  surfaces  à  *\ç\\\  directrices  et  supposons  ces 
directrices  l'une  et  l'autre  à  dislance  finie. 

Ces  deux  directrices  sont  interverties  par  la  transformation. 
En  effet,  soient  c/  la  directrice  double,  s  la  directrice  simple,  a  et  h 
deux  génératrices  coupant  d  au  mènie  point  M,  et  .v  aux  jioinls  A 
et  B.  Ee  |)lan  MAH,   contenant  MA,  M  H  cl  la  directrice  simple,  se 
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iransforine  en  un  point  par  lequel  passent  les  transformées  de  MA, 
de  MB  et  de  i'.  lesquelles  transformées  forment  un  trièdre  puisque 
les  trois  premières  droites  forment  un  triangle.  Au  contraire, 
le  trièdre  (û?,  «,  b)  a  pour  transformé  un  triangle  dont  un  côté 
est  (ixe;  savoir  la  transformée  s'  de  d.  La  surface  transformée 
a  donc  deux  directrices  dont  l'une  s  transformée  de  d  est  di'oite 
simple,  et  l'autre  d'  transformée  de  s  est  droite  double. 

Prenons  la  directrice  double  <r/pour  arête  X:^\  =o  du  tétraèdre 
de  référence,  la  directrice  simple  s  pour  l'arête  opposée  Z  =  T  =  o, 
et,  en  outre,  deux  génératrices  de  la  surface^  ne  coupant  pas  d  au 
même  point,  pour  arêtes  opposées  X  =  Z  =  o  et  ^  =T^o; 
l'équation  de  la  surface  proposée  sera  de  la  forme 

(i)  Bj»'^-  ^  Cx-t  -+-  2Ej;k-  —  '>.¥ xyt  =  o. 

Prenons  pour  quadrique  directrice  de  la  transformation 

(  >.  )  m  .r-  -+-  n y-  -^  pz'--^  fjt-  =  o. 

L  é((uatlon  de  la  surface  polaire  récipro([ue  de  (i  )  j)ar  rapport 
3(2)  s'obtiendra  en  éliminant  j'o^^To»  ^o-  ^0  entre  les  équations 

\  mx  ~  nr 

(3) 

_  BjK5-r- aBa^o^'o  _  Cxl^-%Fxoyo 


pz  qt 

et 

mxf^x  -^  ny^y  —  pz^z  -f-  qfot  =  o. 

Eliminant  d'abord  (q  cl  z„,  on  arrive  à  l'équation 

(  mxux  -H  ny^yy  )  (CEjtj  —  BF^^  -r-  HCx^y^  )  =  o, 

c'est-à-dire  à 

(4)  CExl+BFyl  +  BCxoyo  =  o 
ou 

(5)  mxox  -h  nvoy  =  o. 

Les  deux  derniers  ra|)porls  (  V)  donnciii  uur  »'(|ii;it'n»n  <  n  ./„  cl  )„. 
F- iliminal  ion   de      "  iTitre  celle  équation   cl  i  \  1  donne    une  ('-(piii- 


lion  indépendante  de  m,  /?,  qui  n'est  pas  celle  de  \a  surface  clier- 
cliée.  L'élimination  entre  celte  même  éf[nation  et  (5)  donne 

(6)  Cpn-y^z  —  Bqrn- :f'- f -^  2l^p/nnxyz  —  ■>  E(/mnxyt  =z  o. 

équation  de  la  même  forme  que  i\). 

Pour  que  les  équations  (i)  et  (6)  représentent  la  rnéme  surface, 
il  faut  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies  : 

Cpn-^  _  liqm^  _        E        _  F 

P>  C  ¥  piiin         —  Eqrnn 

c'est-à-dire 

p  _       E-  m  _  CE 

q  ^~  pi'  ^  ""  BF  ■ 

La  surface  directrice  a  donc  pour  équation 

CE ^2  —  BFr^-i-  K(E2:;2  — F2/2)=  o, 

K  étant  un  paramètre  arbitraire. 

Considérons  maintenant  les  surfaces  réglées  à  plan  directeur, 
pour  lesquelles  c'est  la  directrice  simple  qui  est  supposée  transpor- 
tée à  l'infini.  Prenons,  en  coordonnées  cartésiennes,  la  directrice 
double,  pour  O:;,  une  des  génératrices  pour  Or,  le  plan  de  celle- 
génératrice  et  de  la  directrice  simple  pour  jdan  r  =  o.  le  phm 
passant  par  Os  qui  contient  celle  des  généralriccs  qui  esl  ;"i  Tin- 
fini,  pourjj^=  o,  l'équation  de  la  surface  est 

(  I  '  )  b  y-  z-  -+-  lexyz  -+-  Cv-  -h  ifory  =  o. 

Un  calcul  analogue  au  précédent  montre  que  la  transformée  par 
rapport  à  la  quadrique 

C  f  .r^  —  bfy'-  -r  K  £-2  ^ 2  =,  k/  2 

coïncide  avec  la  surface. 

Considérons  en  troisième  lieu  les  surfacesà  plan  diroeleur  pour 
lesquelles  la  directrice  double  esl  à  l'infini.  Leur  ('qualion  |)('iit  se 
ramener  à  la  forme 

(  1  "  )  az'^j  -!-  y.f^zjT  -T-  •!  h  zy  -+-  du-  =  <•. 

et  l'on  trouve  encore,  par  un  calcul  analogue,  ri'qnatinn  de  la  qua- 
drique directrice  de  la  translbrmation. 
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Si  l'on  cousidère  mainteuanl  une  surface  de  Caylev,  dont  Téqua- 
lion  peul.  comme,  comme  on  sait,  se  réduire  à 

.v^ -f-  'iy{-i Ixt  ^  hyz  )  =  o 

(en  prenant  la  droile  double  pour  axe  a:-  =  )•  =  o  et  celui  des  deux 
plans  tangents  passant  par  cette  droite,  qui  est  fixe,  pour  plan 
y  =  o),  on  voit  que  la  droite  double  d  étant  la  seule  droite  de  la 
surface,  autre  que  les  génératrices,  il  faut,  si  la  surface  est  auto- 
polaire, que  <f  soit  ou  bien  sa  propre  transformée,  ou  bien  celle 
d'une  génératrice  g.  Or,  cette  dernière  hypothèse  est  à  rejeter, 
car  toute  autre  génératrice  g'  aura  une  transformée  g\  rencon- 
trant g^  puisque  g'  coupe  la  droile  double;  mais  g\  coupe  aussi  la 
droile  double  d.  Ainsi  g\,  g  et  d  seraient  dans  un  même  plan. 

Il  faut  donc  supposer  que  d  se  transforme  en  elle-même.  Or, 
pour  cela,  la  quadrique  directrice  doil  contenir  d. 

Les  génératrices  se  transforment  deux  à  deux,  mais  il  }'  en  a 
deux  qui  sont  transformées  d'elles-mêmes  et  qui,  par  conséquent, 
doivent  aussi  se  trouver  sur  la  quadrique  directrice.  Le  calcul  se 
dirigerait  d'une  manière  analogue. 


NOTE  A  PROPOS  D'UN  THÉORÈME  CONNU  DE  GÉOMÉTRIE; 
P  a  r  .M .    \ .    M  A  A  X  u  E I M . 

Le  ibéorèmc  dont  il  s'agit  est  générah^ncnl  énoncé  ainsi  : 

1.  Dans  tout  quadiilatère  circonscrit  à  une  surface  ^\^\  second 
»    ordre-  les  (|ualre  jioinls  de  contact  soiil   dans  tin   même  plan.  » 

Cet  énoncé  est  trop  absolu,  car  il  v  a  des  (|iiailrilatères  circon- 
scrits à  une  quadri(jue  pour  lescpiels  cette  pr()|)riélé  n'existe  pas. 
La  démonstration  mèm(>  dont  on  a  l'ail  usage  j)our  obtenir  le 
tliéorème  [)récédent  j)ermet  d'arriver  à  cette  remaïque.  On  a 
a|)pliqué  le  théorème  de  Carnot  qui,  dans  le  cas  actuel,  conduit 
à  une  iclation  dont  tous  les  termes  sont  au  carré;  on  a  alors  pris 
la  racine  sans  (aire  précéd«'r  celle-ci  <lu  double  signe  qu'elle  eom- 
porle.  Le  signe  /dus  a  donné  le  lliéorènu'  pr(''cédi'nl ,  av»'c  le  signe 
innins  on  aurait  hdn\(''  les  (piadrilalères  (pi  on  a  népliués    On  peul 
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aussi  montrer  de  la  manière  suivante  Texislcnce  de  ces  derniers 
quadrilatères. 

Appelons  (S)  la  quadrique  donnée,  /,  m,  n,  p  les  points  où 
elle  est  touehée  par  les  eôtés  L,  M,  N,  P  d'un  quadrilatère gauehe. 
Prenons  l'une  des  extrémités  du  côté  L  comme  sommet  d'un  cône 
circonscrit  à  (S).  Ce  cône  coupe  en  deux  points  le  côté  N  opposé 
à  L.  Les  génératrices  de  ce  cône  qui  passent  par  ces  poin(ssont  P, 
et  une  tangente  Q  qui  forme  aussi  avec  L,  M,  N  un  quadrilatère 
gauche  circonscrit  à  (S).  Si  q  est  le  point  de  contact  de  Q,  on  voit 
tout  de  suite  que  ce  point  ne  peut  être  dans  le  plan  qui  contient 
/,  /??,  n, p  que  si  L  et  N  sont  dans  un  même  plan,  et  cela  est  con- 
traire à  l'hypothèse;  donc  L,  M,  N,  Q  forment  un  quadrilatère 
gauche  pour  lequel  les  points  de  contact  des  côtés  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan  (  '  ). 

Pour  préciser  davantage,  voici  ce  que  j'ajoute. 

Transformons  la  quadrique  (S)  en  une  sphère  et  conservons  les 
mêmes  notations. 

Supposons  Jîxes  les  tangentes  L,  N  et  rendons  mobile  la  ian- 
gentelslen  V  assujettissant  toujours  à  rencontrer  ces  droites; 
cherchons  te  lieu  {ni)  de  son  point  de  contact  m  avec  la 
sphère  (S). 

Par  L  et  m  faisons  passer  un  plan;  il  coupe  la  sphère  (S)  sui- 
vant un  cercle  tangent  en  m  à  M.  De  même  le  plan  (N,  m)  donne 
un  cercle  langent  en  m  à  M.  On  peut  donc  considérer  sur  (S) 
deux  séries  de  cercles  ;  l'une  des  séries  est  déterminée  par  des  plans 
passant  par  L  et  l'autre  par  des  plans  passant  par  N.  La  courbe  (m) 
est  le  lieu  des  points  où  les  cercles  de  l'une  des  séries  touchent 
les  cercles  de  l'autre  série. 

Pour  déterminer  la  nature  de  (//?)?  ai"si  définie,  faisons  une 
inversion  en  plaçant  en  /  le  pôle  d'inversion.  La  sphère  (S)  et  les 
cercles  tangents  en  n  ont  pour  transformés  un  plan  (S)  et,  sur  ce 
plan,  des  cercles  tangents  entre  eux  en  un  jioinlv;   la  tangente 


(  '  )  Par  le  calcul,  M.  Pruvosi,  dans  son  excellent  Ouvrage  :  Leçons  de  Géométrie 
analytique,  a  aussi  trouve  qu'il  y  a  doux  f;enres  de  (|uadrilalèros  circonsciils  à 
une  quadrique  et  que,  seuicmcul  pour  les  quadrilalrics  tlo  lun  de  ces  genres,  le? 
points  de  contact  des  cotes  sont  dans  un  nicnic  plan. 
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conimiine  en  ce  point  à  ces  cercles  est  la  trace  sur  (S)  du  plan 
(/,  N).  Les  cercles  de  l'antre  série  ont  pour  transformées  des  droites 
tracées  snr  (2)  parallèlement  à  J^.  11  est  facile  de  voir  que  : 

Sur  le  plan  (S)  les  points  où  les  cercles  tangents  en  v  sont 
touchés  par  des  parallèles  à  L  appartiennent  à  deux  droites 
rectangulaires  qui  passent  par  v;  en  outre,  lune  ou  l'autre  de 
ces  droites  coupe  sous  des  angles  égaux  les  cercles  tangents 
en  v;  enfin  que  ces  deux  droites  rectangulaires,  la  tangente 
en  V  aux  cercles,  et  la  parallèle  à  L  menée  de  v  forment  un 
faisceau  harmonique. 

Prévenant  par  inversion  à  la  spln'-refS),  on  obtient  ce  théorème  : 

1.  On  a  sur  une  sphère  une  série  de  cercles  tangents  entre 
eux  en  un  point  l  et  une  autre  série  de  cercles  tangents  entre  eux 
en  un  point  n.  Les  points  m.  q,  oii  ces  cercles  se  touchent  appar- 
tiennent à  deux  cercles  ("')i  ((/)  ^'^^  ■^^  coupent  à  angles  droits 
en  /,  n.  Le  cercle  (m),  ou  (q),  coupe  sous  des  angles  égaux,  en 
leur  point  de  contact  ///,  ou  q,  les  cercles  des  deux  séries. 
En  /,  comme  en  /?,  les  tangentes  et  {m)  et  ii  [q)  et  les  tangentes 
aux  cercles  des  deux  séries,  qui  contiennent  à  la  fois  /,  /^, 
forment  un  faisceau  harmonique. 

D'après  ce  (pii  précède  on  peut  énoncer  ainsi  ce  lliéorème  : 

2.  Le  lieu  des  points  de  contact  ai-ec  la  sphère  (S)  des  tan- 
gentes Î\I  et  Q,  assu jclties  à  rencontrer  deux  tangentes  à  cette 
surface,  se  compose  de  deux  cercles  (ni),  (q)  qui  se  coupent 
à  angles  droits  en  l.  n  points  de  contact  de  L,  N.  Le  cercle  [m) 
coupe  sous  des  angles  égaux  les  tangentes  iM  ;  de  même  j)our 
(q)  à  l'égard  des  tangentesi^.  Les  pla/is  de  {  m  )  et  de  {(/)  et  les 
plans  déterminés  par  la  corde  In  cl  par  chacune  des  tangentes 
fixes  I.,  N  forment  un  faisccftu  harmoni<jue  (  '  i. 

Si  Ton  transforme  lioniograpliKpicment  ce  théorème,  on  arii\e 
à  une  propriété  relative  à  une  quadriquc.  En  conservant  les  mêmes 


(')    Les  Uin;;('tilcs  .M   U|)|i:irtifiiiii'iil    :i  un   ii v|iim'I)i)Ii)ÏiIc   tir   l't'Miiuliiiii,  (le  iiirnii 
|iiiiii'  |i.-.s  l:iii;;i-iili'>  ():  ci'tlc  rr>Mi;ii'i|ii('  iiili-ir-siiiili'  a  ('!<''  l'.iilc   par  M.    Iliiriiicl. 
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riolalions  et  ne  parlant  que  de  la  Iransfornialion  de  la  dernière 
partie  de  l'énoncé  du  théorème  2,  on  penl  dire  : 

lî.  Le  lieu  des  points  de  contact  avec  une  quadrique  des  tan- 
gentes M  ou  Q,  assujetties  à  rencontrer  deux  tangentes  L,  JN 
à  cette  surface,  se  compose  de  deux  coniques  :  les  plans  de  ces 
courbes  et  les  plans  déterminés  par  In  et  par  chacune  des  tan- 
gentes fixes  L,  N,  forment  un  faisceau  harmonique. 

De  cette  propriété  résulte  que  : 

i.  Pour  un  quadrilatère  gauche  formé  par  les  tangentes 
L,  M,  N,  Q  à  une  quadrique,  et  dont  les  points  de  contact  L 
//?,  n,  q  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  le  point  de  contact  q  est 
r harmonique  conjugué,  par  rapport  aux  extrémités  du  côté  Q, 
du  point  oit  ce  côté  est  coupé  par  le  plan  [l.  /??,  /?  ). 

Cette  propriété;  qui  éclaircil  le  théorème  objet  de  cette  Note, 
peut  s'obtenir  aussi  au  moyen  du  théorème  de  Carnot. 

Remarques.  —  Reprenons  le  théorème  1  pour  le  compléter, 
lorsqu'on  l'applique  à  un  plan. 

Conservons,  sur  ce  plan,  les  lettres  mêmes  qui  désignenl  les 
points  ou  lignes  de  la  sphère  en  ajoutant  seulement  l'indice  i. 

Quelle  que  soit  la  position  de  /;?,  sur  (//<()  la  tangente  aux 
cercles  des  deux  séries,  qui  passent  en  ce  point,  faisant  un  angle 
constant  avec  ce  cercle  (m,),  cette  droite  envelo|)pe  un  cercle 
concentrique  à  ('"))•  H  en  est  de  môme  de  la  droite  des  centres 
des  cercles  des  deux  séries.  Ainsi,  dans  le  cas  du  plan,  on  peut 
ajouter  : 

5.  Quelle  que  soit  la  position  de  m,  sur  (m,)'  la  tangente 
aux  cercles  des  deux  séries  qui  y  passent  cl  la  droite  des 
centres  de  ces  cercles.  en\'eloppcnt  des  cercles  coficcntri(/ues 

A  la  sphère  (S)  circonscrivons  un  cône  le  long  du  petit  cercle. 


(')  On  peut  uirivcr  à  ce  rcsullal  en  faisant  sur  un  plan  aibilrairc  la  perspec- 
tive (te  l'Iiypcriiotoïde,  lieu  ilcs  laiisciiles  M,  Idil  élanl  sur  la  sphère  à  l'une  de* 
exlréinités  (lu  dianièlit'  perpendiculaire  au  plan   de  pr-jeclinn.  Ciel  Ii\  perboloïde. 
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section  de  celle  surface  par  le  plan  (  L,  m).  Le  somnicl  de  ce  cùne 
est  sur  la  droite  L',  tangente  en  /  à  la  s])htre  et  perpendiculaire 
à  L;  il  est  aussi  sur  la  droite  M',  tangente  en  m  à  (S)  et  perpen- 
diculaire à  M.  De  même  pour  le  cône  relatif  au  petit  cercle  déter- 
miné par  le  plan  (N,  m)  son  sommet,  toujours  sur  M',  est  sur  la 
droite  N'  tangente  en  «  à  (S)  et  perpendiculaire  à  N. 

La  courbe  (m)  est  alors  aussi  le  lieu  des  points  de  contact  de  la 
tangente  M'  qui  rencontre  L',  N'.  D'après  cela  :  Si  l'on  a  une 
sphère  et  quatre  tangentes  fixes ,  deux  de  ces  droites  L,  IJ  se 
coupant  à  angles  droits  au  point  l  où  elles  touchent  la  sphère, 
de  même  pour  N,  N',  il  est  possible  de  déplacer  un  angle  droit 
de  sommet  m,  dont  les  côtés  sont  tangents  à  la  sphère  en  ce 
point,  de  façon  que  l'un  des  cotés  de  cet  angle  rencontre  L,  N, 
tandis  que  Vautre  rencontre  L',  N'. 

Dans  le  déplacement  ainsi  défini,  la  figure  mobile  de  grandeur 
invariable  remplit  plus  de  cinq  conditions.  De  là  résulte  la  possi- 
bilité de  trouver  des  propriétés  relatives  aux  axes  instantanés  de 
rotation  qu'on  peut  faire  intervenir  pour  obtenir  ce  déplace- 
ment. 

En  terminant  je  ferai  remarquer  qu'une  marcbc  analogue  à  celle 
qui  a  donné  le  théorème  1  permet  d'étudier  ce  qui  concerne  les 
courbes  lieux  des  points  de  contact  des  sphères  de  deux  séries  : 
les  unes  tangentes  à  un  plan  en  un  point  et  les  autres  tangentes  en 
un  point  à  un  aulre  plan. 


circonscrit  à  (S)  le  long  de  (m),  est  de  révolution;  ses  génératrices  IM  font  des 
angles  égaux  avec  {m)  et  leurs  perspectives  font  alors  aussi  de»  angles  égaux 
avec  (m,),  par  suite  elles  enveloppent  un  cercle  roncentri(|ue  à  cotte  courbe.  De 
même,  si  l'on  projette  les  tangentes  M'  à  (S)  qui  sont  resitertivcuicnl  perpendi- 
culaires au\  tangentes  M  en  leurs  points  de  contact,  on  obtient  l'autre  cercle 
concentrique  à  (m,). 
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SUR  LES  SURFACES  QUI  PRÉSENTENT  UN  RÉSEAU  CONJUGUÉ 

FORMÉ    PAR    DES    GOURRES 

DONT  LES  TANGENTES  APPARTIENNENT  A  UN  COMPLEXE  TÉTRAÉDRAL; 

Par  M.  A.  Demoui.ia. 

Dans  un  Mémoire  inlilulé  :  Su/-  deux  classes  de  surfaces 
analogues  aux  surfaces  Lélraédrales  {/iullelin  de  la  Société 
nialhémalique  de  France,  t.  XXIV,  p.  2),  M.  UalTj  a  posé  et 
résolu  le  problème  suivanl  : 

Trouver  toutes  les  surfaces  représentées  par  les  foiinules 

X  =\]x(u)\i{v),        y  =  \j^{u)\\_{v),         «  =  L';J(«)V3(^•), 

les  fonctions  U/  et  \ i  étant  telles  (jue  les  courbes  u  =  const.  et 
les  courbes  v  =  const.  forment  un  réseau  conj ugué. 

Les  surfaces  satisfaisantes  peuvent  être  réparties  en  (piatre 
classes  définies  respectivement  par  les  écpiations 

(I)  x  =  \ji\\,         K^UoV,,         ^  =  V3; 

(II)  .r  =  M"'it'".,  y=U"'~-V"^,  Z  =  U"^'V'h\ 

fsMfii'                             fsw<ii>  fed'ui» 

...  '"il >"'  I '"3 1  —  - 

(III)  x=u"'<e     •'"+'"..      y  =:  u>"2e    ''"+'"■-.       z—W'^e    •'•'+'"3; 

ru  du       r  y  dv 

lotcr  =  / i-  / j 

J  u^  a      J  ç  -\-  a 


...  1  ,  rVdu         fYdv 


log   C  =    I r-    1  - 


U  du      ry  d^ 


Les  surfaces  des  trois  dernières  classes  jouissent  il  une  pro- 
priété commune:  les  tangentes  aux  courbes  //  =  eonsl.  cl  au\ 
courbes  r  =  const.  appartiennent  à  un  même  complexe  lélraéilral 
dont  le  tétraèdre  fondamental  a  pour  faces  les  plans  coordonnés  cl 
le  i)lan  de  rinlini. 
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Je  me  propose  de  montrer  que,  réciproquement,  ces  surfaces 
sont  les  seules  qui  présentent  un  réseau  conjugué  exclusive- 
ment formé  de  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un 
même  complexe  télraédral,  lune  des  faces  du  tétraèdre 
fondamenlcd  étant    le  plan    de   Vinfini. 

J'indiquerai  ensuite  une  nouvelle  solution  du  problème  de 
M.  Raffv. 


I. 


Prenons  pour  plans  coordonnés  les  laces  du  tétraèdre  situées  à 
dislance  finie.  Les  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  au 
complexe  tétraédral  satisfont  à  l'équation 

'jLixdydz  -H  i^ydzdx  -i-  OL^zdxdy  =  o, 

7.,,  a;j,  as  étant  trois  constantes  dont  la  somme  est  nulle. 

Supposons  que  les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  surface  cherchée 
soient  exprimées  en  fonction  des  paramètres  u  et  ç  du  système 
conjugué.  Ou  a 


(Px 
dudv 

dx            dx 
=  A  —  -)-  B  — 

du             dv 

au  àv 

du            dv 

du  dv 

du              di' 

La   tangente   aux   lignes  «  =  const.,  *=:cousl.  .ippartenani  :iii 
con)plcxc  télraédral.  on  a,  en  outre, 


S- 


dy  dz  dy  dz  dz   dx  dx  dy 

-^  --  —  XyX  -^  --  -+-  aoV  -—  -T h  a^^  —   -•<-  =  o, 

du  du  Ou  Ou  du  du  du  Ou 

dy   dz  dy  dz  dz   dx  dx  dy 

Ov  Ov   Ov  dv    dv  dv    Ov 


cl   le  |)r()blrmc   consiste  à    intégrer  ce  systcnu.^  de  cinij  ('(iiinl  ion- 
aux  inconnues  x,y,  z,  A,  15.  A  cet  elTel,  j)()sons 


X  =  \(t'^  r,         1    -    lo^  )• 
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les  équiil  i(jiis  ci-dessiis  tltmciidront 


/    d^x'  __  Ox'  Ox'  Ox'  dx' 

I  dudv  du  Oi>  Ou    Ov 

!    d^y'  .    oy  Oy'  Ov'  ày' 

1  ouoi>  ou  ov  ou    ov 

I    d^z'   _  dz'  dz  dz'  dz' 

\  dudv  du  dv  du    dv 


^    '  Oox'  '  O  du 


dx 


du  dv 


Des  deux  dernières,  on  déduil,  par  difFérenliation, 


d'^x'  d^x' 

dudv  n     '  dudv 


=  o. 


^^^  O  (dx^y       "'  O  fd£\- 

\  au  )  [dv  ) 

Multiplions  les  équations  (i)  par  ,  ,  \  ,,  -    ,  "\  , >  -— -A— ,  respec- 
'  1  1        fjx   ()x      dy    dy      dz    dz         ^ 

du    dv      du.    dv      du    dv 

tivemenl  et  additionnons   les  équations  obtenues;  il  viendra,  en 

tenant  compte  des  équations  (2)  et  de  la  relation  a,  +  a^  +  aa  =  o, 


(4,  S 


d^x' 

dudv 

dx'  dx' 

du    dv 


Les  équations  (3)  et  (4)  constituent  un  système  de  trois  équa- 

,.     ,    .         ,  ,  .  d-x'  d-y'  d^ z' 

lions  linéaires  nomoffcnes  aux  inconnues  a,  - — —  ^  a.  — ^,  aj  - — -• 
^  dudv       'dudv  dudv 

Or,  on  s'en  assurera  aisément,  le  déterminant  des  cocfficienls  des 
inconnues  n'est  nul  (|iie  si  la  surface  cherchée  est  un  cvlinilre 
dont  lesî  génératrices  sont  parallèles  à  l'un  des  axes  coordonnés. 
Ecartant  cette  solution  évidente,  on  peut  romplaccr  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  par  les  suivantes  : 


à^x'  d^y  _  d^z 

dudv  '  dudv  '  dudv 
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lesquelles  donnenl,  par  intéj^ralion, 


(5) 


^'  =  Ui  -4-  Vi, 

y  =  U.2  -+-  Va, 

Z'     =    L\,   +   V;j. 


U,,  Uoj  U3  désignant  des  fonctions  arbitraires  de  u,  et  V,,  Vo,  V:) 
des  fonctions  arbitraires  de  c. 

Portons   ces  valeurs  de   x',  j',    z'   dans   les   équations   (1),   il 
viendra 

A  B 

A  B 


u;      v; 

_A  J 


A  B 


don.  par  élimination. 


(<■') 


U',     \ 
1 

Quant  aux  équations  (2),  elles  deviennent 


(7) 


Sêi='>.    s 


o, 


et  l'on  est  ramené  à  l'intégration  des  équations  ((3)  et  (7). 

Or,  l'équation  (fi)  est  uni;  conséquence  des  équations  (7), 
jointes  à  la  condition  a,  -h  ao  +  a^  =  o.  Il  suffira  donc  de  s'oc- 
cuper de  ces  dernières. 

Ces  équations  sont  susceptibles  d'une  interprétation  géomé- 
tri(|uc  qui  facilitera  la  discussion.  Si  l'on  se  reporte,  en  clXcl, 
aux  équations  (5),  on  reconnaît  (pie  le  problème  actuel  revient 
à  la  détermination  de  la  surface  de  translation,  lieu  des  milieux 
des  cordes  dont  les  cxtrémilés  s'appuient  sur  (^\cu\    lignes    (V) 
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t:l  (V)  rcsjM'Clivc'incDl  (l<''(inios  |)ar  les  ('(jiialions 

x'  =  i\i,        y  =  '■'■  Vo,         z'  =  -j.  V3, 
les  tangentes  à  ces  lignes  étant  parallèles  aux  génératrices  du  cône 

— ;  =  O. 

x' 

Cela  posé,  on  peut  prendre  pour  (U)  et  (V)  des  droites,  ou 
bien,  pour  (U)  une  droite  et  pour  (V)  une  courbe  proprement 
dilc,  ou  enfin,  pour  (U)  et  (V)  des  courbes  proprement  dites. 

Examinons  successivement  chacun  de  ces  trois  cas. 

I.   (U)  6'/  (V)  sont  des  droites. 
Soient 

Ui  =  m,  logf/  -I-  U],  j  Vi  =  rii  logt-'-l- vi, 

U2  =  m.2  logM  -h  \J-î,  <     Vo  =   «2  logl^  -^  V2, 

U3  =  mj  ]ogu  -4-  [Xi,  (  V3  =  n-i  logt'  ^  V3 

les  demi-coordonnées  des  droites  (U)  et  (V).  Ces  droites  étant 
parallèles  à  d<3ux  génératrices  du  cône  ^  — î  =  o,  on  a 

Zi  a2  aj 

(8,  ,.7;^;^  +  ;;^="' 

\   ni         «2         fh 
La  surface  de  translation  correspondante  est  le  plan 

X'  =   nix  logM  -+-  «1  logt'  -H  [JL]  -h-  V], 

y'  =  ni. y  logu  -f-  «2  logt'  -H  [JI2  -+-  V2, 
;:'  =  mj  log  u  -+-  Us  loge  -^  [jis  -H  ''s. 

et  la  surface  cherchée  a  pour  coordonnées 

T=piU'"<V"<,  y  =  p.2ll">iV"2,  Z  =  p^U'"iV"i, 

P\i  P-2i  P:\  désignant  trois  constantes  arbitraires.  On  reconnaîl 
les  surfaces  de  la  deuxième  elasse.  Ces  surfaces  peuvent  èlre 
représentées  par  l'équation  , 

(y)  x^y^z'=D, 
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A,  lî,  C,  D  élanl  ail)itraii"os.  Il  suffira,  en  elTcl.  de  dt'U.Tiviiiier  k-s 
conslanles   /«,,  w?2,  '"si  '^i^  'f^-  '«3  |>i^i'   'es  équalions  (8),  aux- 
quelles on  adjoindra  les  suivantes  : 

A  /«i  -^  B  niî  -^  C  ms  =  o, 
Arti  —  B«2  -i-Cn3  =0. 

D'après  Ténoncé  même  du  problème  dont  la  surface  (9)  est  une 
solution,  les  lignes  M  =  const.  et  (>  =  const.  constituent  un  sys- 
tème conjugué,  et  leurs  tangentes  appartiennent  au  complexe 
ictraédral  défini  par  les  constantes  a,,  a,,  0.3  ;  mais  il  y  a  plus  :  à 
chacun  des  complexes  tétraédraux,  en  nombre  simplement  infini, 
qui  ont  même  tétraèdre  fondamental  que  le  complexe  donné,  il 
correspond  sur  la  surface  un  tel  système  conjugué.  Parmi  ces 
systèmes  conjugués,  il  y  en  a  deux  formés  par  les  lignes  asym- 
ptotiques  de  l'un  ou  l'autre  système. 

H.   (U)  est  une  droite  et  (V)  une  courbe  proprement  dite. 

Soient 

L'i  =  nii  loti  M  -i-  [J^i, 

U.2  =  nii  log  u  -H  iL-i, 

U3  =   m3  log  u  -I-  [JL.t, 

les  expressions  des  demi-coordonnées  de  la  droite  (U).  Exprimons 
qu'elle  est  parallèle  à  l'une  des  génératrices  du  cône  J^-^  =  o. 
Il  viendra 

Wi        //ïo        ni-i 

Cette  équation,  rapprocliée  de  la  condition 

xi  -+-  a,  -1-  a;(  —  o, 

montre  que  Ton  peut  prendre  pour  a,,  a^,  a,,  le>  quanlilés 

/»i(//f.2  —  iHi),     /ii.,(nt3—  nii),     //(si //?,  — /»2  ), 

en  sorte  que  Ic-qualion  du  (•une  s'écrive 

S  m  xi  m  2—  m  3)  _ 
f 

Les  lan;^<iiU>  <1<-  la  courbe  (V)  seront    p.ualjrlt  ■-  aux  grm'ralriccs 
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(le  ce  roue,  si  Ton  a 

nti(  nii —  ni:,) 


Sntii  nii  — 


o. 


On  salisfail  de  la  maiiirie  la  plus  ji^énérale  à  celle  ('qiialion  en 
posant 

i,'  (e)  éLanl  une  fonclion  arbitraire  de  son  argument. 

On  déduit  de  Jà  les  coordonnées  de  la  surface  cliercliée  : 

i'^ii-uh-  /•.i,'(c)r/.'  riid-irlr 

x  —  u"'ie     •'  "-^'"i,         y  =  u"i2e     ''  '■+'";,  z—u"'^^e     •'  ''+'"3. 

Ces  équations  définissent  les  surfaces  de  la  troisii'mc  classe. 

\\\.   (U)  et  (V)  sont  des  courbes pioprement  dites. 
Ecrivons  l'équation  du  cône  de  la  manière  suivanic  : 

b  —  c        c  —  a        a  —  b 

x'      '^     y'  z'      ~    ' 

J^es  tangenles  aux  couibes  (U)  et  (V)  étant  parallèles  aux  géné- 
ralrices  de  ce  cùne,  on  a 

h  —  c        c  —  a        a  —  b 

b  —  c        c  —  a        a  —  b 

'1  '2  '  :t 

La  solution    la    plus   générale  de  ces  éqnalions  est    donnée^  par 
les  formules 

*        n  +  a  '        <'-+-« 

u  .,  V 

•'         n  -f-  r  •*         c  -+-  c 

XVV.  7 


uo 


On  CD  conclul  les  équalions  des  surfaces  Je  la  qualrième  classe 

lo^^  =  /  du  -f-  /  ch> 

J   u  -\-  a  J  V  ^  a 

lûg  r  —   /  r  du  -f-  / 

\oii  z  =   {  —  du  -H   /  — 

J   a  -r-  c  J   V 


dv 


\ 


Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  a  été  posé  pour  la 
première  fois  par  M.  Sophus  Lie.  D'après  Tillustre  auteur  ('), 
les  surfaces  de  la  quatrième  classe  constitueraient  la  solution  la 
plus  générale  de  la  question.  On  vient  de  voir  qu'à  ces  surfaces 
il  faut  joindre  les  surfaces  de  la  deuxième  classe,  connues  depuis 
longtemps,  et  les  surfaces  de  la  troisième  classe,  découvertes  par 
M.  llafTj  à  l'occasion  du  pi-oblème  rappelé  au  début  de  ce  travail. 


IL 


11  }'  a    peu  de  chose  à  ajouter  aux  calculs  qui  précèdent  |)our 
obtenir  une  nouvelle  solution  du  problème  de  M.  Raffy. 
Soit  à  chercher  les  surfaces  définies  par  les  équations 


a^  =  UiVi,        j=U.>V2, 


U3V3, 


les  lignes  11  =  const.  et  (^  =  const.  formant  un  système  conjugué. 
Après  avoir  considéré  le  cas  où  la  dérivcîc  de  l'une  des  six  fonc- 
tions Uz,  V^  serait  nulle,  ce  qui  le  conduit  aux  surfaces  de  la  pre- 
mière classe^  iM.  Kafij  est  amené  à  intégrer  l'écpialion 


u',  v; 

u;  v; 

£1  Xi 

u;  v:. 


(')  Géométrie  flrr  neriihvunqstrdnsforinatùnien,  p.  3S'|. 
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(|ui  pciil  s  écrire 


(logU,)'     (logV,/ 


(logUa/     (logV,)' 
I  I 


(logUs)'     Ooi^'Vs) 
De  celte  équation,  on  déduit 

(lO) 

«1 


(H) 
(12) 


«1  -4-^2-4-  a^  =  o. 


(logU.)        ClogU,)'    '    (logUs) 
a,  a-,  a 


rt^'  =  O» 


(logVi/   '    (logV,)'    '    (logV,,)' 


Je  dis  que  les  rapports  mutuels  des  fonctions  «,,  «2?  <^fi  sont 
constants. 

En  efTet,  les  équations  (lo)  et  (i  i)  donnent 


(»i-f- «,),.„,.   „  =  /ï 


d'où 


(logUs)'       ('logLJiy'^ClogU.)'' 
«1 


Cli 


=  fonction  de  u. 


De  même,  de  (lo)  et  (la)  on  conclut  que  --  est  une  fonction 
de  (\  Le  rapport  —  est  donc  constant,  et  il  en  est  de  même  du 
rapport 


('i 


On  a  donc,  «,,  «j,  a-i  désignant  des  constantes, 

et,  de  ces  équations,  on  déduira,  comme   ci-dessus,   les   surfaces 
des  trois  dernières  classes. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU    o    MAI    1897. 

PUKSIDKNCE     DE     M.     DE     POLIGXAC. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Etude  géométrique  cV un  déplacement  remar- 
quable et  cV un  hvperboloïde  articulé. 

M.  Raffj  :  Sur  les  surfaces  conjuguées  et  un  complexe  té- 
traédral. 

M.  Laisant  :  Sur  r interpolation  successii'c. 

M.  Akdrade  adresse  une  jYote  sur  les  courbes  gauches  asso- 
ciées et  sur  les  développables  cii-conscrites  éi  une  sphère. 


SÉANCE   DU    19  MAI    1897. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   PICARD. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société'  :  1\J.  Lacaucliie, 
présenté  par  MM.  Lemoine  et  Brocard  ;  M.  l'abbé  de  IMontclieiiil, 
présenté  par  MM.  Haton  de  la  Goupilliére  et  Kœnigs. 

Communications  : 

M.  Fleurj  :  Sur  le  j)0stulatum  d'Jù/clide. 
M.  Picard  :   Sur   le  nombre   des   condil ions  qui  e.rjiriment 
qu'une  surface  passe  par  une  courbe  gauche. 

M.  BoLni.KT  adresse  un  Aléinoirc  Sur  les  transmutatinns. 

M.  Beli)0-\  adresse  un  INTémoire  Sur  les  C(f/-(fclé/isti(/u)'s  des 
équations  aux  dérii'ées  partielles. 

M.  Lémeuay  adresse  la  Note  suivante  : 

Dérivée  des  fonctions  itératives  par  rapport  à  l'indice  d'itération. 

Suit  lii  f  (MM  I  loti  l'i      -  fy  cl  SCS  |)ii  i>sa  II  CCS  siicccssiN  es,  v/        /'  )' 
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correspondaiil  à  In  valeur  .?■  -j-  /  de  riiitli(;e  d'il<M-aLi(jn.  Ou  ne  sail 
pas  le  plus  souvcnl  ohlenir  la  dérivôe  dey  par  lapporl  à  x;  mais 
on  peut  rexprinier  au  moyen  d'un  produit  calculable  quel  que 
soit  x^  cA  convergent  pourvu  que  la  substitution  y,  fy  tende 
vers  une  limite  Y  qui  est,  comme  Ton  sait,  racine  de  l'équatiou 
fy — 1' =  o.  Supposons  de  plus  la  convergence  régulière,  et 
considérons  d'abord  le  cas  où  la  dérivée  de  la  fonction  y  au  point 
limite  a  une  valeur  a  inférieure  à  l'unité;  on  sait  qu'alors  la  fonc- 
tion 

(■'  "^ 

tend  vers  une  liniilo  délerminée  pour  i  infini.  Cette  limite  est  la 
même  que  celle  de 

(2)  ^-L_±i. 

a' La    dl 

Les  limites  de  (i)  et  (2)  sout  identiques  respectivemenl  à 

i—  l  /  =  1 

4    , ,   .  dvi  •  '         .    I  •       dy    TA 

A  désignant  -Vr  pour  ;  z=  o:  c  est-a-uire  -;— •  Uonc 
"  rtt    '  '  dx 

expression  évidemment  convergente  dans  les  hypothèses  faites. 

Supposons  maintenant  généralement  que,  ])our  i' =  \ ,  les 
p  —  I  j)remirres  dérivées  de  fy — y  |)ar  rapport  à  y  s'annulcnl. 
La  substitution  y.fy  peut  alors  être  ou  divergente,  ou  conver- 
gente; supposons  qu'il  y  ait  convergence.  On  sait  qu'alors  (') 

P  étant  la  valeur,  sup[)osée  dilférentc  de  /.éro,  de  la  dérivée  ^j""'<-" 


(')    Un    théorème  sur    les    fonclions    itèralU'cs.    i /iiilf.   de  fa  Soc.    math.. 
l.  WIII.  iSf)-).) 
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au  point  limite.  Or  les  deux  expressions 

(3)  i{yi-Y)i>-^,         -  iHp  -  i)(r.- Y)/-2  f^- 

ont  la  même  limite;  il  en  sera  de  même  si  l'on  j  remplace  les 
facteurs  i  et  —  i-  par  i  -^  i  et  —  (/ +  i)-;  les  limites  des  produits 
ainsi  obtenus  sont  respectivement  identiques  à 


1=1 


j/_i  — Y  dyi-i 
On  a  donc  une  première  expression 
i'\  ^y        \         — '     /.,      VNÏT      ^       .""V-V    /  dyi 


p  —  \     -^  A 1  t  -^  I  j',_i  —  Y  \ dj'i-^ 


1  =  1 


En  tenant  compte  de  la  valeur  de  la  limite,  on  a  aussi 


11  convient  de  remarquer  que  si  le  produit  (3)  tend  vers  une 
limite,  il  en  sera  de  même  pour  le  produit  obtenu  en  j  remplaçant 
le  facteur  t  par  i+j\  y  étant  un  nombre  (piclconque  fini  et  que 
nous  supposerons  entier.  On  jiourra  donc  remplacer  dans  Tex- 

nrcssion  (  i).  par  exemple,    .  i)ar  -. .— — •    SI  Ton  veut  s'en 

1  \  '•>  \  i      '   j  ^_ ,    1        t-t-y  —  f 

servir  jxxir  calculer  la  valeur  de  la  dérivée,  on  pourra,  en  appe- 
lant A,  une  valeur  a|)|)r(tcliée  de  A  et  supposée  connue,  délernii- 
Mcr  /  en  posant 


/•-+-  I 


et  en  prcnaj)t  poui"  /   roiitirr  le  j)lus  voisin  de  /•.    Le  produit    M 
joue  alors  le  rôle  d'un  faeteui-  correclil. 

(-Ci  (oiinnlcs  (Inniicul  l.i  di'iiv/'c  Indi'pend.iinnicnl  de  T. 
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M.  E.  GouRSAT  adresse  la  Noie  suivanle  : 

Sur  les  équations  linéaires  qui  admettent  quatre  intégrales 
liées  par  une  relation  quadratique. 

Dans  un  article  récent  (voir  Bullelin,  L.  XXV,  p.  36-48),  j'ai 
signalé  une  propriélé  des  équations  linéaires  du  second  ordre,  qui 
sont  telles  que  l'on  peut  passer  de  l'équation  à  son  adjointe  par 
une  transformation  {ni,,n)  de  M.  Darboux,  et  j'ai  considéré  en 
particulier  les  équations  (E)  dont  l'adjointe  (E')  se  déduit  de  (E) 
par  une  transformation  de  Laplace.  Il  me  paraît  intéressant  de 
faire  remarquer  que  les  équations  linéaires,  admettant  quatre  in- 
tégrales linéairement  distinctes,  liées  par  une  relation  quadratique, 
qui  jouent  un  si  grand  rôle  dans  la  théorie  des  surfaces,  appar- 
tiennent à  la  classe  générale  dont  je  viens  de  rappeler  la  propriété; 
ce  qui  fournil  en  même  temps  la  raison  la  plus  simple  d'une  pro- 
priété curieuse  de  ces  équations. 

Soit  (E)  une  équation  linéaire  du  second  ordre 

(E)  s -T- ap  ~h  b(j -i- cz  —  o, 

et  soit  (E')  son  adjointe 

à-v  Oi>         ,  dv        I  ôa        ôh\ 

^      '  dxdy  dx  Oy        \  Ox        Oy  ] 

Si  l'on  passe  de  l'équation  (E)  à  l'équation  (E')  par  une  trans- 
formation (/;«,  /i),  l'intégrale  générale  de  l'équation  (E')  est  de  la 

forme 

.     àz  ,      d'^z        „    dz  „    <)"z    , 

A, ,  •  •  • ,  ^m-,  B, ,  . . . ,  B«,  G  étant  des  fonctions  déterminées  de  .r, 
y  et  z  l'intégrale  générale  de  l'équation  (E).  On  en  déduit  immé- 
diatement que,  5/  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E) 
se  termine  dans  un  sens,  elle  se  teiinine  aussi  dans  l'autre 
sens.  Sup])Osons,  par  exemple,  que  la  suite  de  Laplace  relative 
à  l'équation  (E)  se  termine  du  côté  des  indices  positifs  après  r 
transformations;  cette  équation   admet  donc  une  intégrale  de  la 

forme 

z  =  aX-f-a,X'  +  ...-f-a,.X('-', 

a,  a,,  . . .,  a,  étant  dos  fonctions  déterminées  de  x,  r.  X  une  fonc- 
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lion  arbitraire  de  .r,  cl  X',  ....  X'''^  ses  dérivées.  Si  Ion  subslilue 
celle  valeur  de  ;  dans  la  formule  (i),  on  en  conclul  que  Icqua- 
lion  (E)  adniel  une  inlégrale  de  même  forme 

la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E')  se  termine  donc,  du 
côté  des  indices  positifs,  après  m  +  /•  transformations  au  plus. 
Par  suite,  d'après  les  relations  qui  existent  entre  une  équation 
Jinéaire  et  son  adjointe,  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E) 
doit  se  terminer,  du  côté  des  indices  négatifs,  après  m  -f-  /•  trans- 
formations au  plus. 

Rappelons  encore  les  propriétés  suivantes  des  équations  li- 
néaires (').  Soient  :r,y,  ^,  t  quatre  intégrales  linéairement  dis- 
tinctes d'une  équation  (E) 

(92  0  ,)e      ,  t>e 

(2)  - — '-a- -b- hee  =  o, 

Op  àpi  dp  dpi 

OÙ  nous  désignerons  par  0.  0,  les  variables  indépendanles  ;  si  l'on 
considère  x^  y^  z,  t  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point,  ce  point  décrit  une  surface  (S),  sur  laquelle  les  courbes 
0=  const.  et  p,  =  const.  forment  un  réseau  conjugué.  Soient  a, 
r,  (V,  p  les  coordonnées  tangentielles  homogènes  de  la  surface  (S), 
([ui  sont  liées  au\  |)remières  par  les  relations 


(3) 


l(,  t',  iv,  p  satisfont  à  uneé<pialion  lini'airo  de  uiriiic  forme  (G) 

ifp  api  ih  itpi 

Cl,  si  l'on  désigne  par  U  l'intégrale  générale  tle  celle  équation  (  \), 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (\'J)  adjointe  de  (E)  est  rex|)res- 
sion  (■».,:>.)  (h'Iinic   |)ai'   la    coikIiIidii   de  s  auiiiiicr'  pour  l  //,  »', 


(')    '(A.niiirx.   f.rran.i  xiir  la    llifori)'  i;rncralf  des  sitr/dccs.    I.    II,   |i.    iNi-i()ii 


UX  -T- 

-  cy 

—  (I 

'Z  -h 

pf-- 

=  0, 

-t-  V 

Op 

-T-     tP 

Oz 

'Tp 

-^^ô-p 

=  <>, 

~h  V 

-h  iV 

f)z 

dt 

=  0; 

«v,  /;,  c  esl-à-dirc 


OV 

''? 
au 


OH) 


O-il 


p    ± 


'lin 


\a\.  déinoiislraLion  tie  la  propriéli';  ([ii«i  nous  avions  en  vue  est 
maintenant  bien  facile.  Supjiosons  que  l'équation  (3)  admette 
quatre  intéj^rales  linéaii'ement  distinctes,  liées  par  une  relation 
({uadratupie  liomogrne  à  coefficients  constants  et  à  discriminant 
différent  de  zéro.  Nous  pouvons  admettre  que  cette  relation  a  été 
mise  sous  la  forme 


(5) 


-y 


;2-i-  ;2  =  o, 


iP,  )',  :;,  /étant  quatre  intégrales  distinctes.  On  déduit  de  la  rela- 
tion (5) 

dy 
do 


0.r 


dp 
dx 


ôz    ^     ôt 


do 


i-'i 


<)z 


àt 
t  -~  =  o, 
"Pi 


et,  en   comparant   avec  les  lormules   (3),   on  voit  <jue  Ton  peut 

prendre 

u  =  X,  V  =  j^,  ti'  =  z,         /J  =  ^1 

de  sorte  que  l'équation  (4)  sera  identique  à  l'équation  (3).  J^'inté- 
grale  générale  de  l'équation  (E')  adjointe  de  (E)  est  donc  fournie 
par  l'expression  {'i,^"-)  écrite  j)lus  liaul,  où  U  est  l'intégi'alc  géné- 
rale de  ré(piation  (E)  elle-même.  D'après  la  remarque  générale 
faite  en  commençant,  on  en  conclut  que,  si  la  suite  de  Laplace, 
relative  à  l'é(piation  (2),  se  termine  dans  un  sens  après  n  oj>éra- 
tions,  elle  se  termine  dans  l'autre  sens  après  /i  -+-  :i  opéiations  au 
plus. 

On  voit  (pie  cette  |)ropriét(''  si;  déduit,  au  (ond,  de  celte  re- 
maripie  Ijien  simple,  cpTuii  s\stème  conjugué  tracé  sur  une  (pia- 
drique  est  à  lui-même  son  j)ropre  corrélatif. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  D'UN  DÉPLACEMENT  REMARQUABLE 
ET  D  UN  HYPERBOLOIDE  ARTICULÉ. 

Par    jM.    IIaoii.    Bdir.vitn. 

I. 

Dans  une  Noie  présentée  récemment  à  l'Académie  des 
Sciences  ('),  j'ai  dit  quelques  mots  de  la  déformabilité  propre 
à  la  figure  constituée  par  les  génératrices  d'un  même  système  et 
deux  sections  circulaires  parallèles  d'un  liyperboloïde,  ces  diverses 
lignes  étant  supposées  rigides  et  articulées  en  leurs  points  de  ren- 
contre. 

Je  me  propose,  dans  cette  étude,  de  revenir  sur  cette  figure  et 
d'en  signaler  les  propriétés  les  plus  intéressantes. 

Je  commencerai  par  établir  le  théorème  suivant  qui,  peut-être, 
a  déjà  été  remarqué  : 

Deux  sections  circulaires  parallèles  d\in  hyperboloïde  sont 
dii'isées  semblablement  par  les  génératrices  d^an  même  sys- 
tème. 

Considérons,  d'abord,  deux  coniques  quelconques  C  et  G'  tra- 
cées sur  un  hjperboloïde.  Les  génératrices  d'un  même  système 
divisent  homographiquement  ces  deux  coniques;  en  elTet,  par  un 
point  m  pris  sur  l'une  des  coniques,  on  ne  peut  mener  qu'une 
génératrice  du  système  considéré,  et  cette  génératrice  rencontre 
la  seconde  conique  en  un  ]ioint  unicpic  /;/.  Il  existe  donc  une 
correspondance  uniforme  entre  les  points  m  et  m'  des  coniques  C 
et  C,  et  l'on  sait  qu'une  telle  correspondance  est  nécessairement 
homograpliique. 

Si  a  et  a'  sont  les  points  d'intersection  des  deux  coniques,  cha- 
cune de  ces  points  est  son  propre  homologue  dans  celte  corres- 
pondance homographique. 

— . — _ — — ■  — — 

f ')  Co/nftie^  rendus  des  séances,  t.  CWIII,  p.  r)ji(. 
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Supposons,  inaintenaiil ,  (|iic  les  coniques  C  et  C  soienl  deux 
cercles  silués  dans  des  plans  parallèles  V  et  P'.  Les  points  a  et  a' 
deviennent  les  points  cycliques,  confondus  deux  à  deux,  des 
plans  P  et  P';  les  deux  divisions  houiograpliiques,  déterminées 
sur  les  deux  cercles  par  les  génératrices  d'un  même  système  de 
l'hyperboloïde,  sont  donc  telles  que  les  points  cycliques  du 
plan  P,  points  qui  appartiennent  à  la  première  division,  aient 
pour  homologues,  dans  la  deuxième  division,  les  points  cycliques 
du  plan  P'.  On  sait  que,  dans  ces  conditions,  les  deux  divisions 
sont  semblables,  et  le  théorème  est  démontré  ('). 

On  verrait  de  même  que,  réciproquement,  les  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions 
semblables,  tracées  sur  des  cercles  dont  les  plans  sont  paral- 
lèles, sont  les  génératrices  d'un  même  système  d'un  hjperbo- 
loïde  qui  contient  ces  deux  cercles. 

Je  donnerai  de  cette  réciproque  la  démonstration  suivante,  qui 
est  plus  longue  mais  qiii  rend  mieux  compte  de  la  génération  de 
l'hyperboloïde. 

Prenons  comme  plan  de  la  figure  (  fi  g.  i)  le  plan  P  du  cercle  C. 

Fie.  I. 


kL—M^ 


La  projection  du   cercle  C  sur  le  plan  est  un  cercle  Ci    (d'une 


C)  On  peut  encore  donner  de  celle  proposition  l'élégante  dénionstralion  sui- 
vante qu'a  bien  voulu  me  comnuiniqucr  M.  Mannlieiin  : 

Projetons  les  sections  circulaires  de  riivperlioloïde  sui-  le  plan  de  lune  d'elles. 
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manière  générale,  je  désignerai  par  une  lellre  afl'eclée  d'un  aceent 
un  point  ou  une  ligne  appartenant  au  plan  P',  et  parla  même  lettre 
afleclée  de  l'indice  i  la  projection  de  ce  point  ou  de  cette  ligne 
sur  le  plan  P).  Appelons  O  et  O'  les  centres  des  deux  cercles. 

Soient  ;;?,  /;/  deux  points  homologues  quelconques  de  deux 
divisions  semblables  tracées  sur  les  deux  cercles.  Menons  par  le 
point  O  une  droite  parallèle  à  mm' .  Cette  droite  rencontre  le 
])lan  P'  en  un  point  u.'  tel  que  les  longueurs  O 'ji.',  mm'  soient 
égales. 

Quand  le  point  m  se  déplace  sur  le  cercle  C,  le  triangle  O'  m'  u.' 
reste  de  grandeur  invariable  ;  en  effet,  ses  côtés  O'  ///  et  ix'  ///  sont 
égaux  respectivement  aux  ravons  des  cercles  G'  et  C;  de  plus, 
l'angle  en  m'  de  ce  triangle  est  égal  à  l'angle,  constant  par  livpo- 
ihèse,  que  font  entre  elles  les  directions  Om  et  O'/?/. 

Soit  maintenant  /?'  la  |)rojcclion  du  point  m'  sur  0'|jl'.  Par /i' 
menons  à  mm'  une  parallèle  qui  rencontre  la  droite  OO'  au  point  (o. 
11  est  clair  que  la  longueur  du  segment  O'/i'  est  constante,  et  que, 
par  suite,  le  point  //  décrit  une  circonférence  de  centime  O',  quand 
on  fait  varier  la  position  du  point  /;/  sur  le  cercle  (L  Quant  au 
point  co,  il  est  fixe,  car  il  divise  OO'  dans  un  rapport  égal  au  rap- 

lK)rt  constant  — r^-,  • 
'  n  O 

Ija  droite  ion'  engendre  donc  un  cône  11,  à  base  circulaire.  Sa 
trace  sur  le  plan  P'  du  plan  tangent  à  ce  cône  le  long  de  la  géné- 
ratrice 10//'  est  la  droite  /l' m',  tangente  au  cercle  lieu  du  point  //. 

Considérons  riiv|)erboloïde  II  qui  a  le  cône  K  |)Oui-  cône 
asvmptote  et  qui  passe  par  le  j)oint  m'.  La  trace  de  cet  hyperbo- 
loïdc  sur  le  plan  I''  est  le  cercle  C,  homolliéti(pie  par  rapport 
au  point  O'  de  la  section  faite  j)ar  le  même  plan  dans  le  cône  11. 
l*ar  le  point  ;«' passe  une  génératrice  de  II  parallèle  à  la  droite  w//, 
génératrice  de  contact  du  cône  R  avec  l'un  des  ))lans  tangents 
menés  à  ce  cône  par  le  point  ///'.  Celle  généialrice  se  confond  donc 
avec  mm'. 

li'S  projVliinlcs  ('taol  [liniillilcs  ;iii  tlhimclrc  conjnj;!!!''  de  ce  pliiii  ihiiis  rii\pcrl)o- 
loïdc;  nous  olilciiuiis  «les  cirronférrnrcs  toiu'Ciilrii|iics. 

Lime  (le  CCS  ci>url)cs  csl  hi  proji-clioii  du  cercle  i|iii  l'niiiw  c.mtoni-  ;ipp;iicMl  : 
1rs  ^cniTiil rires  ont  pour  pi-ojcclions  des  liin};enles  à  ce  cercle;  il  est  idors  bien 
évidi-nl  (|irelles  delei  iniiient  des  divisions  senihlubles  sur  les  iuitics  sections  cii- 
i'uluire^  de  lii  suilinc. 
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En  d'auLres  lernics.  la  droite  mm'  enij;en(lr<'  un  li\  perljolnïdc  II 
dont  le  cône  asvinpiole  est  W  el  dont  le  ecnire  esl  pai-  conséf|iieiit 
le  point  (0. 

l'oiir  déterminer  le  centre  o),  sans  avoir  à  construire  une  géné- 
ralrice  particulière  de  l'hvperboloïde,  on  peut  recourir  à  la  consi- 
dération du  centre  de  siniilitude  Si  des  deux  divisions  tracées 
sur  les  cercles  C  et  (],.  Ce  point,  comme  on  sait,  esl  unique  et 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Le  rapport  ^  „  est  é^al  au  rapport  des  ravons  des  deux 
cercles; 

■>."  Si  ni  el  /??,  sont  deux  points  homoloij^ues  quelconques  des 
deuxdivisions,  le  triangle  m'è^  ni\  esl  seml)lahle  au  triangle  OSiO,  ; 

3"  L'angle  constant  que  font  entre  elles  les  directions  O/?/,  0,/??i 
est  égal  à  l'angle  OS,  O,. 

Il  résulte  de  la  première  et  de  la  troisième  propriété  que  le 
triangle  u.^m^O^  est  aussi  semblable  au  triangle  OSO,.  Les 
points  //|  et  (o,  tels  que  l'on  ait 

«jOi       toO, 

sont  liomologues  dans  ces  deux  triangles  et,  par  suite,  le  point  (o 
est  la  projection  du  point  S,  sur  00| ,  ce  qui  détermine  le  centre 
de  l'hyperboloïde  H  en  projection  horizontale. 

Nous  disons  que  les  droites  nini'  sont  les  génératrices  du  pre- 
mier syslème  de  H.  Il  est  intéressant  de  déterminer  les  «iénéra- 
triées  du  second  système. 

J^e  plan  projetant  sur  le  plan  l'  lune  cpielconque  de  ces  géné- 
ratrices coupe  rhypei'boloïde  11  suivant  deux  dioites  et  contient, 
par  suite,  une  génératrice  du  premier  système;  les  projections 
des  génératrices  des  deux  systèmes  sont  donc  confondues  deux  à 
deux.  Cherchons,  par  exemple,  la  génératrice  du  second  système 
qui  se  projette  en  /;?//?,.  l'allé  conlienL  nécessairement  le  point  y> 
et  le  point/;',  projetés  respectivement  aux  seconds  points  d'inter- 
section de  la  droite  ninii  avec  les  cercles  C  et  C| .  C'est  donc  la 
droite  pp' . 

Les  points  p  et  p' ,  intersections  des  cercles  C  et  C  avec  les 
génératrices    d'un    même   système  de   l'hypei-boloïde    M,    doivent 
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encore  appartenir  à  des  divisions  semblables  tracées  sur  ces  deux 
cercles  :  on  vérifie  immédiatement  ce  fait  en  remarquant  que  les 
firoites  Op  et  0,/>i,  dont  les  inclinaisons  sur  /;?/«,  sont  respecti- 
vement les  mêmes  que  celles  des  droites  O m  et  0|  m,,  font  entre 
elles  un  angle  égal  à  celui  de  ces  dernières  droites.  On  voit  aussi 
que  le  centre  de  similitude  des  divisions  (/)),  (/>,)  est  le  point  cp, 
symétrique  du  point  S,  par  rapport  à  OO,. 

IL 

Je  vais  maintenant  établir  la  déformabilité  del'hyperboloïde  H, 
dans  les  conditions  énoncées  au  début  de  cette  étude. 

Fixons  le  cercle  C  et  déplaçons  le  cercle  invariable  C  de  ma- 
nière que  son  plan  P'  reste  parallèle  au  plan  P  et  que  trois  de  ses 
points,  a\  h' ^  c',  restent  respectivement  à  des  distances  con- 
stantes des  points  homologues  a,  6,  c,  qui  appartiennent  au 
cercle  C. 

Ce  déplacement  est  possible  et  déterminé,  puisque  le  cercle  C 
est  ainsi  assujetti  à  cinq  conditions. 

Soit  m'  un  point  quelconque  du  cercle  C.  Je  vais  montrer  que 
le  plan  normal  à  sa  trajectoire  (m')  passe  constamment  par  le 
point  fixe  m,  qui  est  son  homologue  sur  le  cercle  C. 

Considérons,  en  effet,  le  cercle  C  dans  l'une  de  ses  positions, 
et  déplaçons-le  infiniment  peu  de  toutes  les  manières  possibles, 
en  supprimant  un  moment  l'obligation  pour  le  plan  V  de  rester 
parallèle  au  plan  P  (condition  double).  Le  cercle  C  n'est  plus 
assujetti  qu'à  trois  conditions,  et  ce  déplacement  esl  doublement 
indéterminé  :  on  peut  donner  une  direction  arbitraire  à  un  point 
lié  à  ce  cercle. 

Mais  il  y  a  exception  ('  )  pour  tous  les  points  de  riiyperboloïdc 
défini  par  les  trois  droites  ««',  />^',  cc\  c'est-à-dire  de  l'hjperbo- 
loïde  H  et,  en  particulier,  pour  les  points  du  cercle  C.  Tous  ces 
points  décrivent  des  éléments  de  surfaces  trajectoires,  quel  que 
soit  le  déplacement  infinitésimal  de  cercle  C.  La  nornuile  au 
point  /n',à  la  surface  Irajcttoirc  de  ce  poinl,  est  la  génératrice  tn' m 
de  l'hyperboloïde  H. 

(■)  M.WNin-iM,  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinematir/ue, 
p.  '.U'.i. 
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Rétablissons  maintenant  la  condition  double  supprimée.  Pour 
un  déplacement  infiniment  |)etit  du  cercle  C,  la  trajectoire  du 
point  m!  appartient  à  la  surface  trajectoire  dont  nous  avons 
reconnu  l'existence. 

Le  plan  normal  à  cette  trajectoire,  au  point  m\  contient  donc 
la  droite  ni!  m  et  passe  parle  point  m. 

Les  droites  ni  m^  dans  leur  nouvelle  position,  forment  encore 
un  hjperboloïde,  puisque  les  plans  P  et  P'  n'ont  pas  cessé  d'être 
parallèles:  on  peut  donc  appliquer  le  rnèmc  raisonnement  à  un 
nouveau  déplacement  infiniment  petit  du  plan  P'. 

En  passant  au  déplacement  fini,  on  voit  que  le  plan  normal  à  la 
trajectoire  du  point  ni!  passe  bien  par  le  point  fixe  m,  comme  il 
avait  été  annoncé.  Cette  trajectoire  appartient  donc  à  une  sphère 
dont  le  centre  est  en  m,  et  la  distance  ninî  reste  constante.  Il  en 
est  de  même  pour  tous  les  segments  de  génératrices  de  l'hyperbo- 
loïde  H,  compris  entre  des  points  homologues  des  cercles  G  et  C. 
On  peut  énoncer  ainsi  qu'il  suit  le  résultat  obtenu  : 

Les  deux  cercles  G  et  G'  étant  supposés  rigides,  joignons 
deux  à  deux  leurs  points  homologues  par  des  tiges  également 
rigides.^  articulées  en  ces  points;  le  système  ainsi  obtenu  est 
cléformable.  Pendant  sa  déformation^  les  plans  des  cercles  C 
et  G'  restent  constamment  parallèles  et  les  tiges  mm'  tie  cessent 
pas  d'appartenir  à  un  hyperboloïde. 

m. 

Fixant  toujours  le  cercle  G,  nous  allons  chercher  à  définir  aussi 
complètement  que  possible  le  déplacement  du  cercle  G'.  A  cet 
effet,  traçons  les  droites  0-^,0,  cp,  respectivement  symétriques  des 
droites  OS,,  O,  S,  par  rapport  à  la  droite  00).  Soient  A  le  point 
de  rencontre  des  droites  OSj,  Oi  cp;  B  le  point  de  rencontre  des 
droites  O'j,  0,S,.  Le  ciuadrilatère  AOBO,  a  ses  côtés  de  lon- 
gueurs constantes. 

Pour  le  faire  voir,  remarquons  d'abord  qu'on  a  les  égalités 

^  '  AO,        S,0, 

^'^'>  os,     "  AO 
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La  première  de  ces  égaillés  résulte  de  ce  que  00,  est  bissectrice 
de  l'angle  AO,  S< . 

Pour  démontrer  l'i-galilé  (a),  désignons  par  K  le  quatrième 
sommet  du  losange  construit  sur  les  droites  AO,  OB.  Les  trois 
points  0|,  O?  K  sont  eu  ligne  droite  elles  triangles  ARO,.  S,0(), 
sont  semblables,  en  vertu  des  égalités  d'angles 

AOiO  =  OOi  S,.         AKO,  =  AOK  =  S^OO,. 
On  a  donc  la  relation 


d'où 


0,0 

os,  ~ 

OiK 
AK 

U,  K 
~   AO 

0,0 

o,< 

J.O.K 

os, 

AO 

Mais  le  produit  O,  0.0,  K  n'est  autre  chose  ipie  la  puissance  du 
point  O,  par  rapport  au  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  AO. 
En   le  remplaçant  alors   dans  l'égalité   précédente  par  sa  \aleur 

AO,    —  AO  ,  on  obtient  ijien  l'égalité  (2). 

Cela  établi,  considérons  une  nouvelle  position  C",  projetée 
en  Co,  du  cercle  C  dans  le  déplacement  ilonl  on  a  reconnu  l'exis- 
tence. Soit  ;;/'  la  nouvelle  position  du  [)oint  /?/,  ni.2  la  projection 
de  m"  sur  le  j)lan  P;  soit  encore  So  le  centre  de  similitude  des 
cercles  C  et  Co  (ces  points  ne  sont  pas  maïqués  sur  la  figure). 

On  a  l'égalité 

m  m'  =  niin\ 

d'où 


mm    =  mm 


et 


mm\    -(-  Cf  =  nn)u 


en  désignant  par  r,  et  Co  les  distances  res|)ecti\es  tles  plans  K  ci  P" 
au  plan  l\  Ou  liic  de  là 


///  m ,    —  m  m  ^ 


le  second    mcmbri-   riant   indi'peudant  de  la  position  du  point  in 
sur  h;  cercle  (..  Hr  oii  ;i.  d'a|)rès  les  propriétés  connues  du  centre 
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de  similitude. 


et,  par  suite, 


00,  c  00,  _ 


00,    z î       00,    ^^ — ï         ,         j 

s,o  s,o' 


Ceci  devant  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  position  du  point  m 
sur  le  cercle  C,  il  faut  que  le  cercle  se  confonde  avec  le  lieu  des 
points  m  dont  les  distances  aux  points  S,  et  S^  satisfont  à  la  rela- 
tion précédente.  En  raison  de  théorèmes  bien  connus,  cela  exige 
que  le  point  O  soit  situé  sur  la  droite  8,82,  et  aussi  que  l'on  ait 


l'égalité 


ou 


00,  OO2 


S,  0" 

8*0 

S20 

~     S,0 

00,' 

00,' 

S,  O         5,0 

Nous  avons  considéré  deux  positions  successives  du  cercle  Co. 
On  peut  supposer  que  la  seconde  est  fixe;  alors  les  résultats 
obtenus  s'exprimeront  de  la  inanière  suivante  : 

1°  Pendant  le  déplacement  du  cercle  C,,  le  point  S,  décrit  une 
droite  passant  par  le  point  O  ;  en  d'autres  termes  la  droite  OXest 
fixe  en  direction  ; 


2°  On  a  la  relation 


à  laquelle  il  faut  ajouter 


00, 
-3-^=const., 


S,0  _  _R 
S,0,  ~  H,' 

R  et  R|  désignant  les  rayons  des  cercles  C  et  C» . 

En  nous  reportant  alors  aux  relations  (i)  et  (2),  nous  obtenons 

AO         K  ÂÔ^'  — ÂÔ' 

.  ^     =  TT- '  r-F^ =  const.. 

AO,        Ri  AO 

ce  qui  établit  bien  la  constance  des  longueur-^  \0,  AO,,  cl  aussi 
XXV.  8 
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des  longiietirs  BO,  BO,,  qui  leur  sont  respectivement  égales.  Il 
est  aussi  démontré  que  le  quadrilatère  AOBO,  a  ses  côtés  de  lon- 
gueurs invariables. 

On  peut  enfin  ajouter  la  remarque  suivante  :  la  droite  OA, 
avons-nous  dit,  reste  fixe  pendant  le  déplacement  du  cercle  C,  ;  si 
l'on  considérait  le  déplacement  inverse,  on  verrait  de  la  même 
manière  que  la  droite  O,  B,  qui  joue,  par  rapport  au  cercle  C,,  le 
même  rôle  que  la  droite  OA  par  rapport  au  cercle  C,  serait  alors 
immobile.  En  d'autres  termes,  le  cercle  Ci  est  iuKririablement 
lié  à  la  droite  O,  S| . 

Nous  résumerons  ainsi  les  résultats  obtenus  : 

Soit  AOBOi  un  quadrilatère  articulé,  tel  que  ses  côtés  A.0 
ot  BO  soient  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  côtés  AOj  et  BO, 
(spear-head  ou  kite  des  géomètres  anglais).  C  et  C,  sont  deux 
cercles  de  centres  O  e<  O,,  dont  les  rayons  sont  proportionnels 
aux  côtés  KO,  AO,,  auxquels  ils  sont  respectivement  liés.  On 
fixe  le  côté  AO  et  Von  déforme  le  ciuadrilatère.  Le  déplace- 
vient  cjui  en  résulte  pour  le  cercle  C|  est  identique  à  celui  qui 
résulte  de  la  déformation  de  l' hyper  ho  loïde  H  considéré  pré- 
cédemment. 

Quant  au  cercle  C,  il  est  lié  à  un  cylindre  de  révolution  ayant 
pour  section  droite  le  cercle  C|,  entraîné  dans  le  déplacement  de 
ce  cercle,  mais  ayant  la  faculté  de  glisser  le  long  de  ses  généra- 
trices. 

On  achève  de  déterminer  le  déplacement  de  C  en  obligeant  un 
de  ses  points  à  rester  à  distance  constante  d'un  jioiiil  homologue 
du  cercle  G. 

Remarque.  —  Pour  une  position  quelconque  du  cercle  C(,  le 
centre  instantané  de  rotation  de  la  ligure  entraînée  dans  le  dé|da- 
cement  de  ce  cercle  est  le  |)()iiil  'i,  situé  à  linlcrscction  des  droites 
OB,  AO),  qui  sont  normales  aux.  traj(;cloires  des  j)()inls  lî  et  O) 
liés  à  ce  cercle.  \a'  |)oirit  o'  du  pian  I"  qui  es!  |)r<)jcl<'  eu  v  est  le 
fo^er  de  ce  |>l;iii,  |)UiS(pi(' son  (l(''pla(('mcul  inliiiiniciil  pclil  lui  es! 
normal. 

On  peut  obtenir  (llreclemeiil  ce  léMiltal   ru  ;ippli(pianl  les  pi'o- 
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priélés  connues  relalives  au  déplaconionl  infinili-siinal  d'un  plan('), 

Soïl  pp'  une  génératrice  D  du  second  système  de  H.  Proposons- 
nous  de  trouver  la  droite  A  conjuguée  de  D  relativement  au  dé- 
placement indninient  petit  du  [)lan  V.  Une  génératrice  quelconque 
du  premier  système,  étanl  normale  à  la  trajectoire  d'un  certain 
point  du  plan  P'  et  rencontrant  la  droite  D,  doit  aussi  rencontrer 
la  droite  A.  Il  en  résulte  que  A  est,  comme  D,  une  génératrice  du 
second  système. 

En  outre,  les  projections  des  droites  D  et  A  sur  le  plan  P'  doi- 
vent se  couper  en  un  point  de  la  caractéristique  de  ce  plan.  Mais 
cette  caractéristique  est  à  l'infini,  puisque  le  plan  P'  reste  con- 
stamment parallèle  au  plan  P.  Les  projections  en  question  sont 
donc  parallèles. 

Il  est  dès  lors  très  facile  de  construire  la  droite  A  :  soient  q  et 
q^  les  points  où  les  droites  op  et  cp^,  rencontrent  de  nouveau  les 
cercles  C  et  C).  Comme  on  l'a  remarqué  précédemment  (§  l),  les 
points/^  elpt  appartiennent  à  deux  divisions  semblables  tracées 
sur  les  cercles  C  et  C)  et  dont  le  centre  de  similitude  est  le  point 
co,  symétrique  du  point  S  par  rapport  à  00).  Les  points  q  et  ^,, 
situés,  l'un  sur  la  droite  o/?,  l'autre  sur  la  droite  'f/Oi,  sont  néces- 
sairement homologues.  Le  triangle  oppt  est  donc  semblable  au 
triangle  '^qq{,  et  la  droite  qqt  est  parallèle  kppi. 

Par  conséquent,  la  génératrice  qqt  du  second  système,  projetée 
en  qqt ,  est  la  droite  A  clierchée. 

Quand  on  fait  varier  le  couple  de  droites  conjuguées  D,  A,  la 
droite  (jui  joint  leurs  traces  sur  le  plan  P'  passe  constamment  par 
le  foyer  de  ce  plan.  Mais  cette  droite  csl  p'q',  qui  [)asse  constam- 
ment par  le  point  o'  projeté  en  cp.  On  retrouve  donc  bien  cjue  cp' 
est  le  foyer  du  plan  P. 

IV. 

Il  est  un  cas  auquel  la  définition  trouvée  pour  le  déplacement 
du  cercle  C|  cesse  de  s'appliquer  :  c'est  celui  où  les  rayons  R  et  R, 
sont  égaux;  en  eifct,  les  droites  OA,  0,B,  OH,  O,  A  deviennent 
alors  parallèles  deux,  ù  deux  et   les  cotés  du  ipiadrilalère  AOBO, 

(')  AIannheim,  loc.  cit.,  p.  123. 
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sont  lous  de  longueurs  infinies.  \  oici  comment  les  conclusions 
doivent  être  modifiées  : 

Le  point  A  s'éloignant  à  l'infini  sur  la  droite  fixe  OA,  le  point 
O)  décrit  alors  une  droite  perpendiculaire  à  OA. 

Le  déplacement  du  cercle  (],  peut  être  obtenu  par  le  roulement 
d'une  certaine  courbe  F,,  liée  à  ce  cercle,  sur  une  courbe  fixe  F. 
Comme  le  déplacement  inverse  lui  est  nécessairement  identique, 
il  faut  que  les  courbes  F  et  F,  soient  égales  et  constamment  symé- 
triques par  rapport  à  leur  tangente  commune.  En  adjoignant  à 
cette  condition  l'obligation  pour  le  point  O,  de  décrire  une  droite, 
on  voit  facilement  que  les  courbes  F  et  F,  sont  deux  paraboles, 
ayant  leurs  fojers  respectivement  en  O  et  en  O,.  Le  point  de  con- 
tact de  ces  deux  paraboles  est  au  point  es,  symétrique  du  point  S| 
par  rapport  à  OOi,  puisque  ce  point,  on  l'a  vu,  est  le  centre  in- 
slantaué  de  rotation  de  la  figure  invariable  entraînée  par  le  cercle 

c.. 

Donc,  dans  ce  cas  particulier,  le  déplacement  du  cercle  C  peut 
être  obtenu  en  liant  ce  cercle  à  un  cylindre  parabolique  qui  roule 
sur  un  cylindre  égal  en  lui  restant  toujours  symétrique  par  rap- 
port au  plan  tangent  commun,  et  qui,  de  plus,  reçoit  un  glisse- 
ment le  long  de  ses  génératrices. 


SUR  LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 
Far  M.   JuhKs   Bi;uno.\. 

Dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  ('),  j'ai 
indiqué  rapidement  une  extension  de  la  notion  de  caractéristique 
aux  équations  aux  déiivées  partielles  d'ordre  supérieur  au  pre- 
mier et  à  plus  de  deux  \ariables  indépctidantes.  Je  me  propose  de 
donner  ici  la  démonstration  des  faits  que  j'ai  énoncés;  mais  j'in- 
diquerai auparavant  une  terminologie  i\iù  nous  sera  d'une  grande 
utilité  (■-). 


(')  J.  I5f.i"I>on,  Sur  les  singiilaritcs  des  érjuations  aux  dciivccs  partielles 
{Comptes  rendus  des  séanees,  l.  CWIV,  >;<  mars  i'^97). 

(')  Voir,  pour  |)liis  de  drlail,  J.  lîi:ri><>N,  Sur  les  systèmes  d'èi/uations  nux 
dérivées  partielles  dont  les  raractéristir/ues  dépendent  d'un  munhre  fini  de 
paramètres  (  .tnnrdr.s  tir  l'heiile  Xormale,  Siippli' ni,  i.S()(>). 
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Si    ;;   est   une  fonction  analytique  de  n  variables  jr,, 
on  a  entre  les  dérivées  de  z  des  relations  de  la  forme 


^^>  ^  ù:c^^^..  .ô:rl.^  =2  dx-^^ . .  .dxf^^..  .J^  ^^'^        (=^.—  + -«= /')• 

On  peut  considérer  les  quantités  o^i , . . . ,  jc«,  ;;,  -—^ —^  {k  va- 
riant deçà/;)  comme  des  variables  indépendantes;  on  appelle 
élément  d^ ordre p  de  l'espace  à  n -\-  i  dimensions  tout  système 
de  valeurs  attribuées  à  ces  lettres. 

Deux  éléments  infiniment  voisins  (jui  vérifient  ces  i*elations 
sont  dits  unis. 

Tout  système  d'équation  entre  les  coordonnées  d'un  élément 
qui  vérifie  les  équations  (a)  définit  une  multiplicité  M/*;  dans  cha- 
cun de  ces  systèmes,  il  y  a  quelques  relations  entre  x^.,. ..  ^  Xn,  ^ 
seulement,  qui  définissent  une  multiplicité  ponctuelle,  dite  le 
support  de  M^. 

Il  y  a  des  multiplicités  M/'  telles  qu'à  chaque  point  du  support 
ne  correspond  qu'un  élément  d'ordre  p;  si  q  est  le  nombre  des 
dimensions  du  support,  nous  les  appellerons  les  multiplicitésM'^i. 

1.  Considérons  d'abord  une  équation  aux  dérivées  partielles 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre;  soit 

n  n 

OÙ  les  Aik  et  o  sont  des   fonctions    données    de    x,,...,x„,z, 
Pi,  .,.,p,i  une  telle  équation. 

On  sait,  d'après  les  théorèmes  généraux  de  Cauchy  sur  Texis- 
tence  des  intégrales  dans  les  systèmes  difierentiels,  que  toute 
intégrale  analytique  de  cette  équation  peut  être  définie  en  se  don- 
nant une  multiplicité  M,'^_,  qu'elle  doive  contenir;  les  équations 
suivantes 

où  3,  x,i  et  /)„  sont  des  fonctions  arbitraires  de  x^ ,  .  .  • ,  .r,i_i ,  re- 
présentent une  multiplicité  -M,',_,- 
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Pour  calculer  les  dérivées  secondes  en  fonction  de  j- , ,  . . . ,  x,i-  \ , 
il  faut  faire  usage  des  formules 

d'où  l'on  déduit 

dpn  dXn 

_àp^        dxn  àp,i  dr„  dr,, 

en  portant  dans  l'équation  proposée  (i)  on  obtient  finalement 

(/  n  — 1  n  —  l  n  —  l  \ 

V  V  \  '^■^»  ^•^"   V  V   '^•^«  ^  A   \  „ 
J^    .^mà      '^    OXi    dXp         m^       '  dXn  I 

n—l n—l  n—l 

\^  j^      '^    \  àxi  àxi    dxp  J       ^L^      «^  t^JTp 

p=:l     i  =  l  P=l 

Pour  qu'il  y  ait  indétermination  on  doit  avoir 


(6)  2^2^  Ap,  -^^-  —  -2^  Ap„  —  +  A„. 

p=l    i-1  p=l 


o. 


n—l n—l 


(7)  >,  2  V  (^  -  7^7  5^)-2Ap«;)^ --?-«• 

p— 1 i—\  p=l 

Je  donnerai  le  nom  de  muUipllcités  singulières  -M/,  _,  aux  mul- 
tiplicités délinies  par  les  équations  (2),  (6)  et  {']).  Il  est  facile  de 
voir,  en  restant  dans  les  circonstances  générales,  quel  est  leur 
degré  de  généralili'.  Si  l'on  choisit  en  effet  x,i  arbitriiircment  en 
fonction  de  x,,  .  .  .,  .r„_,,  léquation  (G)  j)ermeltra  d'obtenir /?„, 
et  par  suite /^,,  ...,/>«_i;  en  remplaçant,  dans  l'équation  (7),  ces 
lettres  par  leurs  valeurs,  on  aura  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  et  linéaire  pour  définir  :;. 

Si  l'on  connaît  une  surface  intégrale  de  l'équation  (i)^  lo  sup- 
ports des  jiiiillipliiilés  singulirrcs  plac<''CS  sur  crltc  siirliuc  inlé- 
grule  sont  définis  par  i'é(pialioii  aux  dérivées  pari  i(,-IIes  du  pieniior 
i)tdiTÏ(tV  ri  b-s  (tiientalions  d'(''l('rncnts  (bi  prcinn-r  ordic  <b'  ces 
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muUiplicitcs  singulières   par  l'équation  (7);  ces  deux  équations 
ont,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  les  mêmes  caractéristiques. 

Nous  verrons  prochainement  que  ces  caractéristiques  ont  une 
grande  importance. 

2.  J'effectue  maintenant  un  changement  de  variables  laissant 
cCf,  ...^Xn-{  inaltérées,  mais  tel  que  Xn  devienne  une  fonction 
de  :r,,  .  .  . ,  Xa-i  et  de  la  nouvelle  variable  y;  j'aurai  les  formules 
(2),  (3)  et 

dz  d.V,i  Opp  àXn 

^y  '^y  '^y  ^y 

d'où  les  conditions  d'intégrabilité 

.    ,  àpoi  ^  àpp„  dx„        dpr,n  dxn       /?  =  1,2,  ..., //         \ 

dy  dxi     dy  Oy     ôxi        \i  =^  1,1,  .  .  .,  a  —  i  / 

J'en  déduis  les  relations 

àpj£  _  dpp^   dXa  _  dpnn  àXn   dXg  Op„n   àXg   dXn  _ 

Oy  Oxi     dy  àxp    dx^     Oy  Oy      Oy    dxr, 

Dans  ces  conditions,  z,  XniP\i  ...,pn  sont  des  Ibnetions  de 
Xi,  Xo,  •••■,  x,i_i  et  de  y,  je  détermine  le  changement  de  vai-iables 
de  telle  sorte  que  ces  fonctions  représentent  une  multiplicité  sin- 
gulière M,'^_,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  k  y.  Supposons 
que  l'on  ait  une  multiplicité  singulière  yioiiv y  ^y^;  l'équation 
(1)  est  alors  vérifiée;  je  vais  écrire  que  la  dérivée  de  son  premier 
membre  par  rapport  à  y  est  nul. 

Pour  simplifier  les  notations,  je  poserai 

n 
d  à  d  •^    0 

dx,i        Ox,i  ~^  Oz     '^      ^à  àpi     '"' 
J'aurai  alors,  en  tenant  compte  des  équations  (9)  et  (10), 

/  n  —  1  H  —  1  n  —  t 

_   àpnn  /     V     V    \     .  -^•^«   ^^x-         Va        *^ 


/n— IH— 1  n—\  \ 

/     V     V    V        '^•^«   ^^x-         V    \         *^'^«     ,      \         \ 

(  2-  2d  ^^'  ^ô^-2é  '^^'^  d^  "^  ^""  ) 

[ii  —  l  n  -1 
^     J^'     P^    \    OXi  OXi       OXr,    ) 

/  =  1  p  =  l 

n—l  n  n  ~| 

a—i  ^         1  =  1  k  —  i  J 
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Le  coefficient  de  -^y^  est  nul  par  hypothèse,  et  comme  -j-^  n'est 
pas  identiquement  nul,  on  a 

j  n-l    n—l 

^_V   Va      f^P?"        ^^"  '^P'-A 

^      '  \  n  —  l  n         n 

\       p=i  1=1  A-=i 

3.  Je  dis  que  l'équation  (i  i)  représente  la  condition  que  doit 
vérifier  l'orientation  des  éléments  du  second  ordre  de  toute  inté- 
grale qui  contient  la  multiplicité  Mj'^_,,  sur  cette  multiplicité  sin- 
gulière. Pour  démontrer  ce  fait,  je  vais  chercher  à  calculer  les  va- 
leurs des  dérivées  du  troisième  ordre;  je  poserai  auparavant  la 
notation 

d  d         d  ^   d 


L'équation  proposée,  différentiée  par  rapport  à  Xj,  donne 

n  n  n  n 

i  =  l   A  =  l  /•  =  !    /i  =  l 

Remarquons  que  l'on  a,  sur  la  multiplicité  Mj^_,, 

ces  rekitions  permettent  de  calculer  tous  les  y9/;;y  en  fonction  de 
Pnnn]  cu  portant  dans  l'équation  (la)  on  obtient 


V    Va     )'^P'''        t).r„  {Opnn        f)jr„  /dp,,,,  ^'""M 

2à  ^^'M  dxj  ~  ô^  l'd^  ~~  0^  [l^  ~P"""  'ô^JW 

i=J   A=l  V  / 

H-  1 

_i_V    V        \^P'n.  <>.r„  (dp„n  àXnW 

'^Zà •  '"  \~ôFj~ô^j\~ôI7  ~P""" ~d^i)\ 

i—  I 

H  n 

\  <ixj  Oyj  /       jk^  J^  dxj  dxj 
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Le  coefficienl  de  p,inn  dans  celle  équation  esl  précisément  le 
premier  membre  de  l'équation  (6)  :  il  est  nul,  puisque  nous 
sommes  sur  une  multiplicité  singulière  M,^^_,  ;  le  coefficient  de 

-T— ^  est  le  premier  membre  de  l'équation  (i  i),  que  nous  supposons 

vérifiée;  il  reste  finalement 


àpik     ,    "V    A       ^Pin    ,     A        àpnn     ,    V    V  ^"^'Z'     ,      ^? 


=  O. 


j  =  l    k=\  1  =  1  /=1    ^  =  1 

Celte  équation  est  vérifiée,  puisque  les  éléments  du  second 
ordre,  tirés  des  formules  (2)  et  (3),  satisfont  identiquement  à 
l'équation  proposée  quand  on  est  placé  sur  une  multiplicité  sin- 
gulière. Nous  avons  donc  établi  que,  si  l'orientation  des  éléments 
du  second  ordre  choisi  sur  la  multiplicité  singulière  vérifie  l'équa- 
tion (11),  il  ja  indétermination  pour  le  calcul  des  dérivées  du 
troisième  ordre. 

4.  Les  équations  (2),  (3),  (6),  (;)  et  (11)  définissent  une  fa- 
mille de  multiplicités  M'-^_,  que  j'appellerai  multiplicités  singu- 
lières M,",_,;  si  l'on  adjoint  les  formules  (i3),  on  obtient  une  infi- 
nité de  multiplicités  M;^,_,  qui  vérifient  Téqualion  proposée  et  ses 
dérivées;  mais  elles  ne  sont  pas  toutes  placées  sur  une  multiplicité 
intégrale  à  n  dimensions.  Pour  rechercher  dans  quelles  conditions 
cette  circonstance  se  présentera,  je  ferai  un  changement  de  va- 
riables analogue  à  celui  qui  a  été  employé  au  n"  2;  c'est-à-dire  tel 
que  Xn,  ^7  Pi,  Pik,  pikj  étant  des  fonctions  de  :r, ,  .  . . ,  Xn-\  et  de 
la  nouvelle  variable  y,  on  aitafi'aire  à  des  multiplicités  singulières 
M)",_,  quel  que  soit  y. 

Je  dois  adjoindre  les  formules 

Opçi  dx„  f^P^i  ()t„ 

— ^=/>pa-^/>p/«—         et         _=;,p,„_. 

Dans  CCS  conditions,  on  aura 


ÔXj  ÔX„    ()Xj 


=  o. 


car  nos  mulliplicilcs  Mj'_,  vcrilicnl  identiqucnicnl    les  é(|tialion- 
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(i2);  poui'  que  ceci  ail  lieu,  quel  que  soity,  il  faut 

t)-<I>         dx,,     ()2<ï>  f)^     d-x„    _ 

dy  àxj        Oxj  ûXn  Oy        dx,i  Ox  Oyj 

Or,  -. —  esl  vérifié  identiquement;  il  suffit  donc  que  l'on  ail 


ôxn  dy 


Voici  ce  que  l'on  obtient,  en  tenant  compte  des  conditions  d'in- 


tégrabilité 


(«4) 


n  —  1  «  —  1  «  —  1 

V    V  A        l^PUna  àXn    dpnnn  \        V   A       ^Pnnn 

Zà  Z^^^'y^^  ~  dxi  'ô^j  '''2a ^'""  dxi 

1  =  1   lc~\  i=zl 

nu  II  n 

^  2  -^  p^"^  ^li  2  -z^  p^'^  +  ^i  =  "' 


OÙ  l'on  pose 

^/  _    àf       df  ^  àf  V   V   '^^ 

dFa-    d^,^   d~zP"^2à^iP"''^2d    Zd'àl^jP'J"- 


i=\    j: 


L'équation  (i4)  jointe  aux  équations  (i3)  exprime  la  condition 
pour  que  les  multiplicités  M;'_,  soient  contenues  dans  des  multi- 
plicités intégrales  à  n  dimensions  5  on  le  vérifierait  en  constatant 
qu'il  y  a  alors  indétermination  pour  les  éléments  du  quatrième 
ordre;  nous  obtenons  ainsi  des  niulliplicilés  M;'_,  sùignlicres. 

En  opérant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  démontrerait  l'exis- 
tence de  malliplicitésMj'^_^  singulières  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'ordre/»;  enverrait  aussi  que,  une  multiplicité  singulière  M,^_, 
étant  choisie,  l'ensemble  des  multiplicités  M^;!;J  qui  lui  corres- 
pond dépend  d'une  fonction  arbitraire  de  n  —  2  arguments. 

Nous  démontrerons  un  j)eu  plus  loin  que  ces  multiplicités  sin- 
gulières contiennent  bien  des  mulliplicités  intégrales,  c'est-à-dii'c 
que  les  conditions  prc'ci'-denles  (jue  nous  avons  reconnues  néces- 
saires sont  bien  suKisanles. 

o.  J'envisage  niainleiianl  une  ('(lualion  aux  di'-i'ivées  partielles 
du  second  ordre  non  liiM'airc;  pour  plus  de  >nn|)lHil('',  je  su|)|)o- 
scrai  qu'elle  esl  raliunnelle  |)ar  rapporl  aux  lellres  (pii  y  (iguieiil; 


—   ilo  — 
soit 

(i5)  /(-^i,  ■■■,^>i,^,Pi,pi/^)  =  o 

cette  équation.  Le  degré  de  généralité  est  défini  de  la  même  façon 
que  pour  les  équations  linéaires,  c'est-à-dire  par  les  lorinules  ('^). 
Pour  calculer  les  dérivées  du  second  ordre,  nous  ferons  usage  des 
formules  (3);  pour  qu'il  y  ait  indétermination  il  faut  que 

n  — In  — 1  n  — 1 

mais  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est  plus  suffisante.  Si 
l'équation  (i6)  ne  renferme  plus  pnn-,  la  discussion  s'achève 
comme  pour  les  équations  linéaires;  nous  supposerons  donc  qu'il 
n'en  est  pas  ainsi. 

Les  équations  (2),  (3),  (i5)  et  (16)  définissent  une  famille  de 
multiplicités  M,^_,  \  mais  ces  multiplicités  ne  sont  pas  toutes  pla- 
cées sur  des  multiplicités  intégrales  à  n  dimensions  de  l'équation 
proposée.  Pour  reconnaître  dans  quels  cas  cela  aura  lieu,  nous 
ferons  encore  usage  du  changement  de  variahles  cjui  nous  a  été  si 
utile,  et  nous  trouvons,  par  un  calcul  que  j'omets,  (jue  l'on  doit 
avoir 

'If  ,      <^f     ,    àf 


<Jx„        â: 


(I-)/  n-ln-l  ;; 

)  y    V     ^/    /^/^P"         '^■^n.   àpnn\    ^    y     ^'/     àp„n  _  ^ 

\  ^   JB^  àpr.i  \  àXu  àXi      f)Xp   /         Âmd  Ôpoii     àXn 

\  p=l/=I  p=I        ' 

Les  équations  (2),  (3),  (i5),  (iG)  et  (l'j)  définissent  une  fa- 
mille de  multiplicités  que  j'appellerai  les  multiplicités  sirn^u- 
Hères  W^^^.  On  vérifierait  tout  à  fait  de  la  même  manière  (pie 
plus  haut  Tindétermination  clans  le  calcul  des  dérivées  du  troi- 
sième ordre,  et  l'on  démontrerait  l'existence  de  multiplicités  sin- 
gulières M,'^_,  pour  toutes  les  valeurs  de/>. 

Une  multiplicité  M,,'^,  singulière  étant  donnée,  les  multipli- 
cités singulières  IM^^'tJ  qui  li'i  correspondent  dépendent  d'une 
fonction  arbitraire  de  n  —  2  ai'guments. 

G.   11  me  reste  mainlenanl  à  établi)'  <[ue,  étant  ilonnée  une  mul- 
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tiplicité  singulière  M;)_,,  il  j  a  bien  une  infinilé  de  mnlliplicilés 
intégrales  à  n  dimensions  qui  la  contiennent  (').  Je  puis  toujours 
effectuer  un  changement  de  variables  tels  que  le  support  de  cette 
multiplicité  singulière  ait  pour  équations 


5  =  0,        x,i=^  o; 
on  a  par  suite 

Pçii^O       (p,  t  =  I,  2,   ....  /i  —  l),  p„i=-j—,  pnn—  ^{3-1,   ...  Xn-i), 

et  si  l'on  pose 

on  est  ramené  à 

;:  =  o,         Xn  =  o,         Pi  =  o,         pik  =0         (  /,  A  =  i ,  2,  . .  . ,  n  ». 

Comme  on  a  aftaire  à  une  multiplicité  singulière,  les  équations 
(16)  et  (17)  doivent  être  vérifiées,  ainsi  que  les  équations  obte- 
nues en  différentiant  l'équation  proposée  par  rapport  à  ^,...a'„_,; 
on  a  donc 

-.-^—  =0,  T-  =0, 

pour  les  valeurs  précédentes  des  arguments.  On  peut  donc  mettre 
l'équation  proposée  sous  la  forme 


(18) 


Pnn-l  =  ai/)i-l-.  .  .-4-  a,j/>« 
n  — 2  n  — 2 


i  -i-\     Z^  ^//.-  Pik  ■+-  2j  ^iPni  -V-  2^  ^qPn- 


les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur;  en  remplaçant 
même  x,i-.\  par  x„_.i  -\-\x,i  on  peut  faire  disparaître  le  terme 
en pn^\  n-{-  Avant  d'aller  [)lus  loin,  je  vais  démontrer  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnée  Véfjuation 

Pnn-l=  F(^l,  ••.,^«,  -S./'li   •  •■^Pn,Pn Priri-2,  Pi/,^ /hin), 


(')  Je  me  suis  inspiré,  pour  celle  démonslralion,  de  lu  incllioile  indiquic  par 
M.  Coursai  (  Leçons  sur  tes  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
p.  18S). 


-   117  - 

,11  d¥       ^        ô¥  ,,  ,  , 

telle  que  - —  et sont  /miles  pour  les  valeurs  suivantes 


^o=^,(^î,...,^r,)     po  =  Ç^y 


a  =  1,2,  . .  .,  n  —  2), 


Pa-\il-\  —  Y3?  Pnii  —   Ys' 

e//e  admet   une  intégrale  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
x<  =.  ^",  . . .,  :r«  =  ^]),  qui  se  réduit  à 

pour  x,i  =  x%, 

*  =  't'i(2'i,  •  ••,  ^«-2) -i-(ar„—arO)  (5,(371,  . . .,  Xa-2) -^ . .  • 
pour  a7„_i  =  ^?j-i. 

On  peut,  sans  inconvénient,  supposer  que  toules  les  données  ini- 
tiales sont  nulles;  il  suffirait  pour  cela  de  poser 

./,  ,    ^    .        ,        a,  ^  j 

Z=z'^'hl(Xi,  ...,  Xn-%  )  -+-  (  Xn-'i  —  xl_  1  )  ^2  +  .  .  .  +  (  J-„  —  X?,  )  'Y2  -^ 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  calcule  de  proche  en  proche  les 
valeurs  des  dérivées  successives  pour  .r,  =  o,  . . .,  Xn  =  o,  on  aura, 
par  hypothèse, 

P ijk  ~  ^'  Pnnn,  ...,nijl:.  ...  =  O,  Pn-\  n-l, ...,  «-1  ijk, ...  =  ^ 

{i.j/c,...,%n--2). 

L'équation  proposée  donne  ensuite  tous  les  p,u,~i,ijk,...  en 
différentiant  par  rapport  à  x,,  .  .  .,  Xn-2'1  l'absence  de  termes  du 
premier  degré  en  /?„«  et  pn-\it-\  permet  de  calculer  sans  ambi- 
^^uïlc  les  termes  en /?/,„„_,,  p„,i-\  ii-\  et,  par  suite,  aussi  les  termes 
enyD„„„_,,,7A,..., /^/«-i,«-i,/yA,...,  ct  ainsi  de  suite. 

Pour  démontrer  la  convergence  du  développement  ainsi  obtenu, 
j'emploierai    la  méthode  des  fonctions  majorantes  et  jo  considé- 
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rerai  l'équation  auxiliaire  suivante  : 


M 


Piin  -\  — 


2  2/"' 


■Ti  — .  .  .-^X„-^  Z  -^  pi-^.  ..^  p„\    \        _/  =  !     /.  =  ! 


(>9) 


-Ml 


Pn-li 


(  Pnn-^ Pn-\  n-\\     1 


p  et  R  étant  les  rayons  des  cercles  de  convergence  de  F  pour  les 
lettres  correspondantes,  et  M  le  module  maximum  de  F.  Le  second 
membre  est  manifestement  une  fonction  majorante  pour  F;  il 
suffit  donc  d'établir  la  convergence  pour  cette  équation;  pour  cela, 
je  poserai 

L'équation  (18)  devient 


d^-z 


M 


\[- 


{n  —  2)ii-i-2P 


(n--2) 


Oz  Oz' 

—   -f-  o,  — 
du  i)v 


i-t 


( n  —  \)n  ù-z 


■î  du-       r    _  (  n  —  ■>.  )     d^-z    1 2  /  •>.    t)2  c.  \ 

K  J  [  '  K        'dlTdv]    \  '  "~  Û  dv^-  ) 


OU  encore 


'^1  =  M 


r(n  —i)n  d^-z        o.jn  —  i)    d^ z  'A        /4J\I        Z-\  ( '^' ^\ 


les  termes  non  écrits  étant,  ou  bien  d'oi'drc  inférieur  à  2,  ou  bien 
de   degré   supérieur  à   i   s'ils  sont  d'ordre  égal  ou  supérieur  à  2. 

excite  é(iualii)ii   ;idnicl   une   iuh'gridc  lidlomornlic   Icllc  (luc  c   et — 
'  ^  '  dv 


—  Ilî)  — 

se  réduisent  à  o  pour  p  =  o  ;  dès  lors,  on  aura 

r       =  f»   I 

>         pour         «  =  o,         p  =  o         quel  nue  soit  k, 
f)k+\  -  f         1  11' 

on  pourra  calculer  sans  ambiouïlé  les  valeurs  de  — -, — - —  puis  la 

ù'-^z.. 
valeur  de  t-t-^  et  ainsi  de  suite,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître; 

et  tous  les  coefficients  obtenus  seront  positifs;  il  en  résulte  immé- 
diatement que  le  développement  donné  par  l'équation  (kj)  est 
convergent,  ainsi  que  celui  fourni  par  l'équation  proposée. 

Je  reviens  maintenant  à  l'équation  (i8)  qui  est  l'objet  principal 
de  ce  paragraphe;  l'application  du  théorènfie  précédent  se  fait 
immédiatement,  H  y  a  une  intégrale  holomorplie  qui  se  réduit  à 
zéro  pour  x,i  =  o  et  à 

pour  Xii_\  =  o;  cpj,  o^,  . . .  étant  des  fonctions  arbitraires  de  Xi, 
X21  . . .,  x,t_2-  O'î  reconnaît  que 

Pij,  A;  ...  =  O            PO"'"  .ri  =  O,  .  .  .  ,  Xn  =  O, 

Pn—1  «-1 ,  ii-l,  ijL;  ...^^  t), 

et  comme,  d'autre  part,  on  a 

àf 

-^^=0         pour         ^  =  0,         a7,j  =  o,        pi  =  o,        />//,■  =0, 

OXl 

on  en  déduit 

lien  résulte  que  cette  intégrale  liolomorphe,  dc'veloppée  suivant 
les  puissances  de  ^«,  ne  contiendra  que  des  termes  du  troisième 
degré  5  il  y  a  donc  une  infinité  cV  intégrales  contenant  la  mul- 
tiplicité singulière  M^^_, . 

Les  fonctions  arbitraires  0;t,  o,,  . . .  correspondent  précisément 
aux  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  la  dé(iuilit)ii  dos  nuilli- 
|)licilés  singulières  M,'^_,,  M,^_,,  .... 


-   1^0 


COACLTJSIOIVS. 


Étant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

une  intégrale  de  cette  équation  est  définie  en  général  par  une  mul- 
tiplicité M,'^_,  ;  il  j  a  exception  si  la  multiplicité  est  singulière, 
c'est-à-dire  si  les  équations 


dz  dx„  ^Po  d.r„  /  i  =  1,1,  .  . . ,  n  —  i\ 


V    V  ^  rXr^  dxn  _-^     àf     ÙXq  df 

Aà   ^^  dpi    dXi    ÔXp        Zd.  Oppa    dxn    ~^  dpnn 
p=i /=i  p=i 


;i  —  1  n  —  1 


11 


<^Pçii  \  àXi  dXi     dxp 


.^dpan   <iXc         ^^dpa^^  ùz^  OXn 

p  =  i  '         p  =  i        "^ 

/=o 
sont  vérifiées. 

On  obtient  alors  une  multiplicité  singulière  M,^_,  qui  est  con- 
tenue dans  une  infinité  d'intégrales. 

A  tout  ordre/?  correspondent  des  multiplicités  singulières  M^_, 
jouissant  de  la  même  propriété. 

A  toute  multiplicité  singulière  M^_,  correspondent  une  infinité 
de  multiplicités  singulières  M^!^,'  dépendant  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre;  par  suite,  si  deux  multi- 
plicités singulières  M^_,  correspondent  à  la  même  multiplicité 
singulière  M^lJ,  et  si  elles  ont  un  élément  d'ordre  p  commun  en 
un  point,  il  en  sera  de  même  tout  le  long  d'une  courbe  passant 
par  ce  point. 
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